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Введен!е. 


$1. Система механики Ньютона. Въ томъ случаЪ, 
когда за основныя понятя принимаются пространство, время 
и сила, три извфстныхь закопа нли гипотезы Ньютона даютъ 
возможность просто и логически установить первоначальныя 
основы теоретической механикн. Но въ настоящее время боль- 
шинство естествоиспытателей рёшительно склоняются къ то- 
му, что за третье основное и первоначальное понят необ- 
ходимо принимать не силу, а вещество, при чемъ дЪйстве 
тъла на тЪло на разстоян!и, безъ промежуточной среды (асбо 
щ 95а03), рёшительшю отвергается, а приннмается, что ве- 
щество можеть дЬйствовать на вещество только прн непос- 
редственном»ь соприкосновени. Но тогда примфненше указан- 
ныхъ законовъ Ньютона приводить къ значительнымъ неяс- 
ностямъ, а именно, представляется весьма затруднительнымъ 
точно формулировать понят о количествь вещества и массЪ. 
Насколько велико это затруднеше видно изъ того, ито наи- 
боле осторожные изслздователи отраничиваются указащемъ, 
что масса это есть количество вещества въ тлЪ. Но такъ 
какъ здЪсь поиятя количества вещества и массы являются 
синонимами, то приведенное опредёлене ничего не выясняетъ. 

КромЪ того, необходимо имфть въ виду еще сльдующее 
обстоятельство. Основные законы или гипотезы Ньютона до- 
статочны только для изложешя механики точки. Когда же 
переходимъ къ систем5 матеральныхь точекъ, то является 
необходимость въ нзкоторой новой гипотезв относительно 
свойствъ реакщй идеальныхъ связей системы. НФкоторые аз- 
торы склонны считать взодимое здфсь въ механику положе- 
н!е за простое опредълене. Что это не такъ видно изъ того 
простого соображен!я, что сслибъ приписать реакщямъ иде- 
альныхъ связей нфкоторыя произвольныя свойства, то можно 
прийти къ теори, данныя которой не будутъ согласоваться 
эъ опытомъ и наблюденемъ. 
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Указанныя здЪсь два соображешя приводятъ къ тому, 
что нёкоторые авторы излагаютъ теоретическую механику на 
началахъ отличныхъ отъ основныхъ положенй Ньютона. 


$2. Механика Гертца. ОбЪ укхазанныя здёсь цёли 
преслвдуетъ Гертцъ въ своемъ изложеши мсханнки *). Однако, 
первая цфль имъ врядь лн достигнута: опредфлене поня\я 
массы является недостаточиымъ и даже не виолиЪ яснымъ; 
опредьлен!е Гертца было бы вполнЪ удовлетворительно толь- 
ко въ томъ случаВ, еслибъ были доказаны единство ве- 
щества (включая сюда ин м!ровой эфиръ} и его полная одно-. 
родность. ДалЪе, въ основу своихъ первовачальныхь разсуж- 
девй Гертцъ ставить опредфлене о перемфщени матераль- 
ной системы: подъ перемфщешемъ такой системы подразум1 
вается среднее квадратичное изъ перемЪщенй всЪхъ одина- 
ковыхъ по массь безконечно малыхъ частицъ, изъ которыхъ 
состоять массы системы. Такимъ образомъ, перем$щене сис- 
темы характеризуется перемщенемъ н$которой точки, ко- 
торую для краткости можно назвать мючкой Гертца. ПослЪ 
этого является возмоюжнымь установить понятя о скорости 
и ускорени системы или, лучше сказать, точки Гертца, а 
также о кривизнЪ ея пути при всЪхь положешяхь системы. 
Установивъ первоначальныя поняття, Гертиъ` даеть основную 
и епинственную въ своемъ изложеши механики гипотезу: 
всякая свободная система сохраняеть свое состоян покоя 
или равномфрнаго движешя по прямфйшему лути Соб- 
ственно положене это прямо относится не къ системЪ, а къ 
точкв Гертца, и оно можеть быть передано такъ; точка 
Гертца, характеризующая состояше какой угодно свободной 
системы, сохраняетъ свое состояше покоя или равномзрнаго 
движеншя по прямЪйшему пути. Первая часть этой гипотезы, 
а именно, утверждене о равномБрномъ движеши точки 
Гертца, равносильна закону сохраненя живой силы для со- 
отвфтственной свободной системы; вся же гипотеза равносильна” 
извЪстному закону наименьшаго отклонея Гаусса, взятому 
въ нъсколько измфненномъ видЪ. Основная гипотеза даетъ 


=} Н. Номи. „Ое РИперуеи дсг Мела 17 пеиеш бизалителрелее 
Чагвозьей. 1894%. 


#2) Подъ епободлой подразумфвастся такая матодальная снетема, 
сляби которой лено ие завнеять отъ времелы, и которая пе соединена 
©Ъъ виъшиимн подрнжными массами. 
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возможность получить уравненя движешя Лагранжа перваго 
рода, изъ когорыхъ, какъ извЗстно, могутъ быть получены 
зсь положены динамики. Обстоятельство это и представля- 
еть главное и значительное достоинство системы Гертца. Но 
изложеше Гертца имфетъ и больше недостатки, кромЪ не- 
достатка указаннаго выше. Прежде всего при первоначаль- 
номъ опредфлени перемъшешя системы квадратичная зави- 
симость его отъ перемфщен составляющихъ массъ является 
` совершенно произвольной и внезапной. Было бы еще понятно, 
еслибъ эта зависимость была принята простфйшей, т. е. 
еслибъ принималось, что перемфщен!е системы ссть средиее 
арифметическое изъ перемщенНй всёхъ одинаковыхь по 
массь безконечно малыхь частиць, составляющихь массы 
системы. Ясно, что предыдущая зависимость принимается по- 
тому, чтобы въ дальнфйшемъ изложени прийти къ закону 
сохранен!я живой силы для свободной {по Гертцу) системы. 
Все же изложеше, предшествующее основной гипотез%, от- 
личается большой сложностью и крайнсй искусственностьо; 
вмЪсто движешя системы приходится все время представлять 
себЪ движеше точки Гертца, которая однако съ системой не- 
посредственно не связана. Указанные недостатки. значительно 
умаляютъ примфнимость замзчательнаго произведеня Гертца. 


$ 3. Предлагаемое здЪсь изложене механики. Между 
тВмъ вышеуказанные недостатки изложен я Гертца могуть 
быть легко устранены. Отбрасывая совершенно искусственныя 
и сложныя представленя Гертца о перемфщени. системы, 
кривизнз пути и т. д, въ началЪ изложены можно ввести 
поняте о м5рахъ отклоненя при движени тЪлъ и системъ; 
послЪ этого сейчасъ же можно привести основную гипотезу 
въ видЪ нЫсколько измфненнаго закона наименышаго откло- 
нен!я Гаусса. Но линейныя отклонешя или же ускоревя вхо- 
дятъ въ этотъ законъ во вторыхъ степеняхъ. Приведене 
этихъ величинъ вЪ основной гипотезв въ такой форм было 
бы ничёмъ не обоснованнымъ, случайнымъ-и произвольнымъ. 
Посему одни изъ этихъ факторовъ (а именно, ускорен{я) вводят- 
ся въ основную гипотезу подъ знакомъ н5которой неопредЪлен- 
ной функщи, видъ’ которой еще предстоить опредфлить *). 


*) Насколько подиблый имемъ быль употребленъ авторомъ отяо- 
ентельйо скоростей системы ть ого статьтхъ: „Новое изложен в оснопыхъ 
ириищиповъ теоретической механики. 1909 т.” н „Мфры движещя. 1907 г“. 
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Кром того, основная гипотеза должиа еще служить для 
опредвленя понятя массы, при введенномъь въ гипотезу 
услови, что общая масса данной опредфленной системы или 
твла ве измЪняется. *). Послз опредфлешя вида вышеука- 
занвой неопредБленной функщи, что производится на осно- 
вани какого-либо опытнаго указащя, легко получаемъ урав- 
неня движешя Лагранжа перваго рода, ‘чЪмъ и можно за- 
кончить примЪрнос изложен! динамики, ибо развит вофхъ 
приложешй и слЬдствЙ изъ этнхъ уравневй общеизвЪстно. 
Наконець, въ предлагаемомъ изложентя сдфлана попытка 
привять во внимаше свободу воли живыхъ органязмовъ, 
чему посвящена особая тлава. Что же касается практическаго 
измфрешя массъ, то оно производится, понятно, при помощи 
вЪсовъ, но теоря этихъ вФсовъ должна сявдовать изъ по- 
ложенй механики (изъ услоый равповЪс!я). 

НЬкоторыя поясненя, которыя возможны только посл 
прим рнаго изложешя динамики, приведеннаго въ дальнЪй- 
шемъ, помфщены въ концф настоящей статьи, причемъ въ 
текстЪ самого изложеня номера нхъ отмфчены значками ‘) 
или же *} ит. д. 

$ 4. Механика злектроновъ. При увеличен скорости 
отрицательнаго электрона, движущагося въ катодныхь лучахъ 
Круксовой трубки или въ В лучахъ радлоактивнато вещества, 
приходится увеличивать энерМю окружающего электромаг- 
нитнаго поля; обратно, при уменышенти скорости электрона 
энермя {этого поля также уменьшается. Такимъ образомъ, 
явлен{е съ чисто выфшней стороны происходить такъ, какъ 
будто бы къ обыкновенной, механической массЪ электрона 
прибавляется нфкоторое слагаемое, которое называютъ его 
злектро-магнитной массой. Величина этого слагаемаго опре- 
дЪлена теоретическимъ лутемъ М. Абрагамомъ и друтими. 
Опыты Кауфмава и др. показали, что наблюдаемая, кажу- 
щаяся масса электрона равна, въ предфлахъь ошибокъ на- 
блюденй, его электро-магнитной массЪ, найденной теорети- 
ческимъ путемъ. Отсюда слфдовало бы, что механическая 
масса электрона равна нулю. Подобное заключен!е надо при- 
нимать съ величайшей осторожностью. Во-первыхь, обыкно- 


=) Подобный же премъ опредфлешя поияя массы быль ирнм+- 
ченъ азторомъ въ ого вышеуказацныхЪ статьях ь 
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венная масса электрона можетъ оказаться просто настолько 
малой сравнительно съ его кажущейся массой, что она мо- 
жетъ оказаться въ предфлахъ ошибокъ наблюденй; во вто- 
рыхъ, если электронъ представляеть движущееся вещество, 
то онъ занимаетъ извъстный объемъ пространства, и тогда 
имЪфется достаточное основаше выражать количество вещества 
въ немъ, т. с. массу, числомъ, и это число должно входить 
въ наши дальнфйиие расчеты, служить основащемъ при опре- 
дЪлени новыхъ величинъ, а не наобороть. Но еслибъ все- 
таки оказалось, что масса электрона равна нулю, то это по- 
казывало бы, что электронъ представляетъ не перемвщатюще- 
еся вещество, а только нзкоторое парелиьцающцееся состояиёе 
среды, въ которой явлене имфетъ мЪсто (въ мровомъ эфир$). 

Н»которые физики дЪлаютъ смёлое обобщене, допуская, 
что атомы и молекулы всЪхъ вЪсомыхъ тфлъ природы со- 
стоять изъ положительныхь и отрицательныхъ электроновъ. 
Тогда ко всъмъ этимъ тфламъь можно было бы примЪнять 
правило кажущейся массы, что нисколько не противорфчитъ 
даннымъ обыкновенной механики. Но еслибъ при этомъ еще 
оказалось, что механичеся массы всвхъ электроновъ равны 
нулю, то наша механика обратилась бы въ субъ-механику 
эфира, причемъ основные принципы ея нисколько бы не из- 
мёнились, Измвнились бы только формальные, окончательные 
выводы для обыкновенныхъ тёлъ при очень большихъ ско- 
ростяхъ ихъ движен!, сравнимыхъ со скоростью распростра- 
нешя свфта. Понятно, выводы эти получались бы на основа- 
нм данныхъ указанной субъ-механики эфира. Но для того, 
чтобы такой случай имблъ мЪсто, необходимо исполнене 
двухъ весьма спорныхь вышеуказакныхъ гипотезъ. 

Изъ всего сказаннаго видно, что нынфшняя наша меха- 
ника никогда не можетъ утратить своего огромнаго значен!я. 
Въ крайнемъ случа можетъ понадобиться дополнительная 
тлава © большихь скоростяхъ движены. . Посему можемъ 
приступить къ изложению механики, указанному въ предыду- 
щемъ параграф, не опасаясь, что работа эта безпочвенна. 


ДИНАМИНА. 


Глава |. 


Основные принципы. 


$ 1. Количество вещества. КромБ понят простран- 
ства н времени, принятыхъ въ кинематикЪ, въ динамику вво- 
дится еще третье осяовное ин первоначальное понят!е вещества. 
Для возможности изм5решя и опредфлешя жолическнеа ве- 
зцества необходимо усповиться въ какомъ-либо опредълени, 
относящемся къ этому поиятио; за таковое опредфблене при- 
нимаемъ слЪдующее: 

Основное опредблене 1. Колниество ветиества системы 
равно буммль количеств вещества весъхё ся частей. 

Изъ этого опредьленя слфдуетъ, что количество одного 
и того же сплошного однородиаго вещества пропорцюнально 
его объему. Обозначая черезь 9 объемъ даннаго сплошного 
однороднаго вещества, а черезъ с нфкоторый произвольный 
постоянный положительный множитель, для. количества № 
этого вещества имЪемъ выражен: . 


в=59 а) 
Если имЪется другое сплошное однородное вещество, зани- 
мающее объемъ 4, , то количество его р, ‚ согласно преды- 
дущему будеть: 
№ = 9.9 

тд опять <, есть произвольный постоянный положительный 
множитель. Точно также выражается соотношене между 
объемомъ и количествомъ какого угодно сплошного однород- 
наго вещества. Теперь возникаетъ вопросъ, какимъ образомъ 
сравнивать между собою количества различныхь салошныхь 
однородныхь веществъ. Вопросъ этотъ приводится, очевидно, 
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къ возможности сравнены множителей 0,9, ,9,,9;..... 
которые можно назвать ларяюжтеристическими оз бобныен. 
ами соотв тственныхъь веществъ. Для рЬшеня этой задачи 
недостаточно одного только опредфленм /, а необходимо 
введене въ динамику нзкоторыхь новыхъ дополнительныхъ 
условй. Въ зависимости оть того, кая дополнительныя 
условя илн опредфленя булутъ приняты, зависить та или 
другая система опредфлешя и измВреня количества вещества. 
Въ дальнфйшемъ изложени будуть приняты таюя новыя 
условя, которыя приведуть къ наиболье простой и естест- 
венной системЪ опредЪленя и измфрешя количества ве- 
щества !). 

Если объемъ а, занятъ однимъ сплошнымъ однороднымъ 
зеществомъ, объемъ а, занять другимъ сплошнымъ однород- 
нымъ веществомъ и т. `д., то, принимая предыдушя обозна- 
ценя, для количества вещества всей системы №, на основами 
опредлемя /, имфемъ: 


М Ни, Вы... === 
=... 9. Но... == 2) 


Если матеральная система состоитъ изъ неоднороднаго ве- 
щества, то вообще характеристичесый коэффищенть будетъ 
непрерывис измияться при лереходь оть одной ея точки 
къ другой и, на основаи тфхъ новыхъ дополнительныхъ 
условй, которыя булутъ приняты для возможности измфреня 
количества вещества, этотъ коэффищентъ выразится функщей 
координатъ точекъ системы въ каждый разсматриваемый мо- 
ментъ времени. Количество вещества 4, заключающагося 
вЪ одномъ изъ безконечно малыхъ элементовъ объема 4, 
будеть: 


= (8) 


гдф характеристическй коэффищентъ с долженъ быть взятъ 
для одной изъ точекъ внутри или на поверхности элементар- 
наго объема 4. Количество вещества всей системы №, со- 
тласно опредленю Г, будетъ : 


м= [= [39 © 


гдЪ интегрироване должно быть распространено на весь 
объемъ системы. 
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$ 2. Мъры отклоненя. Для характеристики движеня 
мтеральныхь системъ оказывается весьма пояезиымъ введе- 
деве особыхъ одиозничиыхь функц, облалающихь тфмъ 
свойствомъ, что при непрерывномъ увеличени независимой 
перемВиной х отъ нуля до положительной безконечности эти 
функщи Г (х) будуть также игиберывио увеличиваться (безъ 
разрывовъ непрерывности), для чего ихъ первыя пронзвод- 
ныя должны быть положительны и конечны: 


©>7>0 5) 


дая всфхъ положительныхъ значенй независимой перемзной 
х. КромЪ того, въ случа падобности, къ этвмь функиямъ 
будемъ прибавлять такую постоянную величину, чтобы при 
д==0 и величины этихъ функщ обращались въ нуль; 


7®=0 ©) 
что всегда возможно и нисколько не измфнитъ вышеуказан- 
ваго основного свойства разсматриваемыхъь функшЙ. При 
исполнени двухъ вышеуказанныхь услов! эти функщи бу- 
дутъ положнтельны при всфхъ положительныхь значешяхь 
независимой ^: 


>59 (0) 


Наконецъ, очевидно, что каждому положительному значение 
‚А фунюши /(х} соотаЪстствуеть только одно положительное 
значеше х; слвдовательно уравнеше ; 


7=х 8) 


имфеть, при Х_.>0, только одинь положительный корень 
аж, >0 (что не исключаеть возможности существоваще дру- 
гихъ, отрицательныхь и мнимыхъ корней). 

Функщи /(х), удовлетворяюния вышепоставлениымъ 
условымъ, могутъ быть названы сопровомедающилии функщялми 
отъ х; этихъь фунюшй существуеть безчисленное множество 
видовъ. 

За простьйшее движене матер!альной системы будемъ 
принимать движен!е поступательное, прямолинейное и равно- 
мЬрное, причемъ движене это пока разсматриваемъ только 
съ чисто кинематической стороны, совершенно не затрагивая 
пока вопроса о томъ, какъ будеть двигаться указанная сис- 
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тема при разлнчныхь условяхъ въ дЪйствительности. Прел- 
положимъ теперь, что нфкоторая матер!альная система дви- 
жется поступательно, но измфияется скорость этого движеня 
или его направлен, или же оба эти фактора нзмняются 
одновременно. Во всБхъ этихъ случаяхъ движене системы 
отличается и отклоняется оть вышеуказаниаго простёйшата, 
хотя бы въ обоихъ движеныхъ величина скорости въ данный 
моментъ была одна и та же. Движеня системы второго рода 
отличаются отъ простЬйшаго тфмъ, что въ нихъ имфется 
‘ускорение (одинаковое въ разсматриваемомъ случа для всЪхъ 
точекъ системы). Сяфдовательно, вышеуказанное отклонеше 
въ движеше системы характеризуется ускорешемъ ея; кром® 
того, это отклонее характеризуется также величиной того, 
что отклоняется, т. е. количествомъ вещества въ системЪ. 
Такимъ образомъ, можно образовать млру отиломеня при 
поступательномъ движени системы. Для этой мЪры примемъ 
прямую зависимость, т. е. примемъ, что эта мЪфра увеличи- 
вается при увеличени количества вещества въ системь и 
при увеличени ускореня системы, и наоборотъ, уменьшается 
при уменьшени этихъ двухъ величинъ. Наконепъ, чтобы 
имфть также возможность характеризировать отклонен при 
какомъ угодномъ движенм матеральной системы отъ дви- 
жешй простьйшихъ, для образованя понятм м$ры отклоне- 
ня условнмся въ двухъ слёдующихъ опредёлешяхъ ?): 

Основное опредфлеше И. ДИьъфа оимслоненйя системы, двн- 
эжущейся поступательно, равна произведению количества ве- 
щества вя на сопровождающую грункцию отв ся ускоренгя. 

Основное опредфлеме 1. Мура отиелоненя снетемы, 
иагьющей произвольное двизжене, равна сумань мора откло- 
ненёя всьхь вя частей. 


Бели количество вещества системы есть в, ускореве ея 
поступательнаго движешя есть м, а символь нфкоторой со- 
провождающей функци есть Х, то на основанши опредфлешя 
Ц, для мЬры отклонешя этой системы # имфемъ выражене: 


А==ь/ (9) 


Если система имфетъ произвольное движеше, то раздфлимъ 
ее мысленно на безконечно малые элементы, количества ве- 
щества которыхъ также безконечно малы; кромЪ того, дфле- 
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ше сдфлаемъ такъ, чтобы ускореня всёхъ точекъ одного и 
того же элемента въ данный моменть времени безконечно 
мало разнились другъ отъ друга, какъ по величинЪ, такъ и 
но направленио. Движене каждато получениаго элемента при 
этихъ усломяхъ можно разсматривать въ данный моменть 
какъ поступательное и вычислить, согласно опредфленно И, 
мЪру его отклоненя, Если количество вещества одного изъ 
указанныхь элементовъ будетъ 9, а ускореше одной 
изъ его точекъ будетъ м, то м5ра отклонешя`этого элемента 
@Ё будетъ: ° 


ау) фз (10) 


Мьра отклонены А’ всей системы, имющей произвольное 
движение, на основани опредзленя 1, будеть: 


К Да = 7 Чи = [760 Е (11) 


гдф интегрироваше должно быть распространено на все ве- 
щество или на весь объемъ системы *). 

Каждой сопровождающей функщи соотвётствуеть своя 
мЪра отклоненя; посему различныхь мфръ отклоненя будеть 
безчисленное множество. 

Согласно опредъленио сопровождающихь функй, вся- 
кая мфра отклонешя матер!альной системы, имъющей носту- 
пательное, прямолинейное и равномЪрное движен, равна 
нулю, ибо ускореня всёхъ точекъ системы при указанномъ 
движени равны нулю. 

$ 3. Основная гипотеза. Опытъ и наблюлеше показы- 
ваютъ, что исчезновен!е или уменьшен количества одного 
или нЪсколькихь веществъ всегда и неизмённо сопро- 
вождается появленемъ или уменьшевшемъ количества другого 
или ньсколькихъ другихъ веществъ, и наоборотъ. Такъ напри- 
мЪръ, когда таетъ и исчезаетъ ледъ, то появляется вода; когда 
горитъ углеродъ, то исчезаютъ или уменьшаются количества 
углерода и кислорода, а появляются углекислота или углекис- 
лота съ окисью углерода; когда уменьшается количество радуя, 
то появляется гей и т. д. Закону этому подчинаются всв фи- 
зичесвя и химическя явленя. Чтобы въ дальнЪЁшемь имфть 
возможность принять во внимане только что указанныя 
свойства превращен, условимся въ поняти онредъленной 
системы вещества: опредъленной системой будемъ называть 
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такую, къ которой постоянно причисляется одно и 30 же ве- 
щество, такъ что въ составъ ея новое вещество не входить, 
а также уже имъющееся въ ней изъ состава ея не исклю- 
чается. Матеральную систему, ве удовлетворяющую этому 
условНо, т. е. само вещество которой мЪФняется, можно наз- 
вать неопредьленной. Въ дальиъйшемъ, если ие сифлано осо- 
бой оговорки, всякую систему будемъ считать опредфленной. 

Перейдемъ теперь къ непосредственному разсмотрёнйо 
движенй различныхъ системъ вешества. Если матер!альная 
система совершенно не п; иходитъ въ соприкосновене и не 
связана ин съ какимъ выёшнимъ веществомъ, къ системЪ не 
относящимся, движен!е котораго зависфло бы отъ движешя 
разсматриваемой системы, то такая система можетъ быть 
названа изолифовоиной. Если же это усломе ве исполнено, 
то систему назовемъ иемзолироваиной. Если изолированная сис- 
тема связана съ внЪшнимъ веществомъ, имющимъ вполнЪ 
опредфленное движене, не зависящее нисколько отъ движе- 
Ия самой систсмы, то такая система можеть быть названа 
‚управляемой изолированной. Если изолированная система свя- 
зана съ внфшнимъ абсолютно неподвижнымьъ веществомъ, 
то она можеть быть названа эесвободной изолированной си- 
стемой. Наконецъ, если изолированная система не приходить 
Въ соприкосновене и не сяязана ни съ какимъ внфшнимЪ 
веществомъ, то ее назовемъ свободной изолированной. На са- 
момъ дЪяЪ въ природЪ нФтъ абсолютно неподвижныхъ тБлъ; 
точно также, если движеше н$котораго тла вляетъ на дви- 
жеше данной системы, то и обратно, движен!е данной си- 
стемы должно влять на движене этого тфла. Но въ нфко- 
торыхъ случаяхъ, если количество неподвижнаго или движу- 
щагося вещества въ огромное число разъ превосходить ко- 
личество вещества системы, то движене послфдней должно 
только незначительно отразиться на состоями и движени 
указаннаго вещества, что въ свою очередь только незначи- 
тельно отразится на движенм самой системы. Между тЪмъ, 
пренебрежене этимъ незначительнымъ  обстоятельствомъ 
чрезвычайно облегчить задачу о движени системы. Посему 
разсмотрьве вышеуказанныхь предёльныхь теоретическихь 
случвевъ, когда движене системы не отражается на покоЪ 
или движенми внФшняго вещества, иметь большой практи- 
чесюй интересъ. По аналоми съ изолированной и неизолиро- 
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ванная система можетъ быть въ соотвественныхь случаяхъ 
управляемой, несвободной и свободной; свободная неизоли- 
рованная система можеть получать поступательныя перем" 
щенят по всьмъ направлещямъ (напримфрь, зъ жидкости 
илн въ воздухЪ). Часть изолированной системы представляетъ 
систему неизолированную, и обратно, прибавляя къ неизоли- 
рованной систем все вещество съ нею связанное (кромЪ, 
быть можеть, вещества абсолютно неподвижнаго и управля- 
ющаго), получимъ изолироваиную систему. 

Сначала разсмотримъ движеня изолированныхь системъ, 
какъ болфе простыя. Непосредственно нельзя наблюдать 
таюя системы, такъ что о свойствахъ ихъ движешя прихо- 
дится судить путемъ наведешя, наблюдая движеня нензоли- 
рованныхь системъ и постененно и по мёрЬ возможности 
устраняя все то вещество, присутств котораго ллаетъ си- 
стему иеизолировавной. Кром того, нашему наблюденио 
подлежатъ только относительныя движеня, а не абсолютныя. 
Опыть и наблюдеще {въ вышеуказанномъ ‘смыслВ) показы- 
ваютъ, что для движешй изолированныхъь системъ должна 
получаться возможная экономя ускорешй; ускоремя всБхъ 
точекъ изолированной системы по возможности малы. По- 
нятно, связи системы обыкновенно не позволяють ускоре- 
вямъ обратиться въ нуль. Возможная малость ускоренй 
наблюдается для ихъ обоихъ составляющихъ, т. е. какъ для 
проекщй на касательную къ траектор!и, такь и для проек- 
1 на нормаль къ траектории. Такимъ образомъ, всЪ части 
матер!альной системы стремятся по возможности сохранять 
свои скорости и двигаться по возможно прямфйшимъ путямъ 
т. в путямъ нанменьшей кривизны, Далфе, относительно 
изолированныхъ системъ можно заключить, что изъ возможно 
малыхъ ускорен!й наиболЪе близюя къ таковымъ получаютъ 
тЪ части системы, количества вещества которыхъ больше 
(сравнизаются пока только однородныя вещества), если 
только этому не препятствують связи системы. Отсюда слв- 
дуеть весьма {важное зкачеше распредъленше вещества въ 
различныхъ частяхь системы. Присоединяя сюда приведен- 
ныя выше соображеня относительно измнеый количествЪ 
зеществъ, вхолящихь въ составъ опредьленныхь системъ, 
можемъ высказать слЪдующую основную гипотезу теорети- 
ческой механики: 
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Основная гипотеза. Возлюжно подыскать такую систему 
характерисииическихе коэфуривиениовь и такой вндё сопрово- 
экдаюней фупкаии, св припятиемь которых окажется, Что 
для асякой опредьланиой системы не’ измъьцяется общее но- 
ъ‚лишество вецества ся, а для всякой изолированной систелы 
общая мтфа ея отклонешя будетв наименьшей возможной в5 
каждый моменте времени. 

Положен!е это, хотя и опытваго происхожденя, однако, 
не можеть быть доказано а рпой; но такъ какъ изъ этого поло- 
женя, присоединяя къ нему въ дальнЪИшемъ еше только 
одно ‘какое-либо опытное данное, можно получить рьши- 
тельно всв теоремы механики, которыя вполнф оправды- 
ваются опытомъ и наблюдешемъ, то можно считать, что по- 
ложене это вполнф доказано а розепоп 4). 

Указанные въ основной гипотезф характеристичесве 
коэффищенты можно назвать плоиностялеи соотвфтственныхъ 
веществъ, а иодысканную при этомъ сопровождающую функ- 
щю можно назвать ффуниней отклонешя. Количество веще- 
ства нЪкоторой системы, опредфленное при помощи величинъ 
плотностей, можно назвать ея массой, `а мЪру отклоневя нф- 
которой системы, опредЪленную при помощи плотностей или 
массъ и функши отклоненя, можно назвать ея главной мл,- 
ой отклоненгя. Изъ основной гипотезы слфдуютъ два чрез- 
вычайно важныхъ закона, которые приводятся въ двухъ слЪ- 
дующихъ параграфахъ. 

$ 4. Принципь сохранемя вещества. Первый законъ 
будеть: 

Основной законъ |. Масса всякой опредьленной системы 
остается постояниой при какиль узодно превразщентяхь, 

Законъ этотъ носить назван принципа сохраненя ве- 
шества. Обозначимъ плотности однородныхъ частей нЪкото- 
рой системы черезъ р, массы этихь частей черезъ т; тогда 
масса всей системы 47 будеть: 


И=Ят==54 (12) 


Если же плотность измняется въ системь непрерывно, то, 
обозначая элементарныя массы черезъ фи, имфемъ: 


М= [4®= 4 (13) 
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Принципъ сохранешя вещества дия всякой опредЪленной 
системы даетъ: 
== Ут == М0 = с0и5А. (14) 


или 


М = [фт Гоа == сонзё. {15} 


тдЪ суммироване или интегрироване должны быть распро- 
странены на все вещество нли на весь объемъ системы. 
Принципъ сохраненя вещества прилагается также, понятно, 
ко всякой опредфленной элементарной части или частиц ве- 
щества. . 

$ 5. Принцилъ наименьшаго отклоненя. Второй за. 
конъ, сльдуюний изъ основной гипотезы, будетъ: 

Основной законъ |. //ри движсен/и всякой изолированной 
системы славная мора ся отклонсшёя будеть паименией воз- 
можсной вв каждый моменть времени. 

Законъ этоть можно назвать принципомъ наименьшаго 
отклонешя. Обозначимъ главную мфру отклоненя для эле- 
ментарной массы 4»: черезъ «/; функцво отклонен для 
ускорена м обозначимъ символомъ *(м}; тогда для главной 
мЬры отклонемя нБкоторой системы Р получаемъ выражене : 


Де Гарнь [в (и) фт == [оф (и) (16) 
Для изолированной системы причципъ ваименьшаго откло- 
нешя даетъ: 


== Ги) ат = офи) ад = пин. {17) 


гдЪ интегриревае должно быть распространено на все ве- 
щество или на весь объемъ изолированной системы. 

Изъ условай (17) и (15) слЪдуетъ, что плотность одного 
изт’ веществъ можно избрать совершенно произвольно, ибо 
увеличен!е или уменьшеше всфхъ плотностей въ одномъ и 
томъ же отношеши не нарушить смысла условй {17} и (15). 

Въ дальнфйшемъ предстоитъ опрелфлить видъ функщи 
отклонен я и дать практическе способы измфрешя массъ. 
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$ 6. Законъ инерщи. Не зная еще вида функши от- 
клоненя, можно, однако, уже сдфлать нЪкоторыя общщя со- 
ображешя относительно движешй свободныхь изолирован- 
ныхъ системъ. 


Предположимъ, что въ ифкоторый моментъ времени 
своболная изолированная система иметь поступательное 
движен!е; требуется опредЪлить, каково будетъ движене си- 
стемы въ дальнфИшемъ. Допустимъ пока, что движене си- 
стемы будетъ поступательное, прямолинейное и равномфрное 
со скоростью, какъ по величин такъ и по направлено, 
зышеуказаннаго начальнаго момента времени. Тогда ускоре- 
я всфхь частицъ системы будуть нули, функщи отклонешя 
этихъ нулевыхъ ускорешй будуть также нулями, а потому 
главная мфра отклонешя системы будетъ равиа нулю (такое 
заключен!е не зависить отъ вида функши отклоненя, лишь 
бы она была одной изъ сопровождающихъ функшй). Если 
предположить, что система можетъ получить какое-либо 
движене, отличающееся отъ только что указаннаго, то хотя 
бы одна частица ея должна двигаться съ ускорешемъ, а по- 
тому главная мфра отклоненя системы должна оказаться 
положительной. Итакъ, вышеуказанному движению дЪйстви- 
тельно соотвЬтствуеть наименьшее возможное значение глав- 
ной м$ры отклонешя системы въ каждый моментъ времени, 
а посему это движене и будеть имфть место въ дЪЬйстви- 
тельности. Такимъ образомъ, приходимъ къ слвдующему 
закону: 

Основной законъ Ш. Всякая свободная изолированная си- 
стема, илиьющая вв нькотнорый ‘моменаиь времени зполько ио- 
ступательное движение, сохраняеть его какз по величинь, 
такъ и по направлению скорости. 

Законъ этотъ называется принципомъ инерщи, а сво! 
ство вешества сохранять указанное движеше называется 
инертностью вещества. Въ частномъ случаЪ, когда въ нЪко- 
торый моментъ времени свободная изолированная система 
находится въ покоф, то, согласно доказанному закону, она 
останется въ покоф и въ дальнфйшемъ. Приведенный при- 
мЪръ представляеть частный случай проявлеШя инертности 
вещества. Опытныя‘данныя въ извфстной иЪрЪ подтвержда- 
ють законъ инерщи, а именно, чФмъ болышне удается устра- 
нить вляне на систему окружающихь тЪлЪ, тЬмъ болфе 
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движене ея можеть подходить къ поступательному, прямо- 
линейному и раввомфрному. 

Разматриваемый законъ показываеть, что то движен!е 
системы, которое при устаповлени понятмя мБры отклоненя 
принималось за простЬйшее, является въ то же время и 
естественнымъ и должно получаться при сообщеши общей 
поступательной скорости свободнымъ изолировапнымь сн- 
стемамъ. 

$ 7. Законъ относительнаго движеня. Предположиыъ, 
что нзкоторая свободная изолированная система иметь ка- 
кое-либо движене. Предположимъ далфе, что свободной изо- 
лированной сиетемЪ, вполнф тождественной съ предыдущей 
и имющей вполнЪ тождественное съ ней движеше, въ нЪ- 
который моментъь времени сообщена еше поступательная 
скорость Г’ въ опредЬленномъ направлени, общая для всвхъ 
точекъ системы; спрашивается, каково будетъ посдЪ этого 
движене второй системы. Предположимъ пока, что первая 
система совершаеть какое угодно воображаемое движенше, но 
не противорфчащее связамъ ея, а вторая система, кромЪ 
этого движешя, иметь еще поступательное, прямолияейное 
и равномфрное движеще съ вышеуказанной скоростью Ги 
въ ея направлени. Проекщ этой скорости на прямолинейныя 
и прямоугольныя оси координат обозначимъ черезъ 4, В, С. 
Если въ нЪкоторый моменть времени 2 проекщи скорости ® 
на оси кординатъ нфкоторой точки первой системы въ во- 
ображаемомъ движени будутъ 
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то тамя же проекщи для соотвфтственной точки’ второй си- 
стемы, въ тоть же моментъ времени, на основаши сдЪлан- 
наго предположеня, должны быть: 


2 , % В , о НС {19} 


Чтобы опредфлить проекщи ускоренй обЪихь разсматрива- 
емыхъ точекъ на оси координатъ въ вышеуказанный моментъ 
времени, надо взять производныя во времени отъ выраже- 
й (18) и (19). Такь какъ второе движеще второй системы 
предполагается поступательнымъ, прямолинейнымь и равно- 
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мфрнымъ, то проекщи его скорости 4, 8, С надо считать 
постоянными, не зависящими отъ времени, а потому для 
проекщй ускорей воображаемыхъ движен!й на оси-коорди- 
натъ для обЪихъ соотвфтственныхь точекъ двухъ системъ 
найдемъ однЪ и тв же величины: 


4 Чу. 2, 
т "т 


(20) 


То же самое получимъ и для всьхъ соотвётевенныхь точекъ 
системъ. Отсюда слфдуетъ, что всё тф совокупности вообра- 
эжаемыхв возможныхь ускоренй (не противорфчащихь свя- 
зямъ), которыя можеть имфть первая система, также можеть 
имть и вторая система, имющая въ данный моментъ вре- 
мени дополнительную вышеуказанную поступительную ско- 
рость И‚—для этого стоить только получающееся дополни- 
тельное движеше сдфлать неё только поступательнымъ, но и 
прямолинейнымь и равномёрнымъ съ этой скоростью И: 
Легко доказать и обратное положеше, & именно, первая си- 
стема можеть имЪть вс т совокупности воображаемыхь 
возможныхь ускоренй, которыя можеть имфть вторая си- 
стема, имфющая указанную выше дополнительную постуна-' 
тельную скорость И. Для доказательства предположимъ, что 
второй системЪ при этихъ условяхъ сообщено еще поступа- 
тельное, прямолинейное и равномфрное движеще со ско- 
ростью И, по величин равной вышеуказаннлй скорости У’, 
но по направленно прямо противоположной. Тогда, согласно 
доказанному выше, всЪ совокупности воображаемых в03- 
можныхь ускоренй, получающихся при мовыхё движешяхъ 
второй системы, будуть вполнЪ тождественны съ соотафт- 
ственными совокупностями звоображаемыхъ ускоренй при 
прежнихь движеняхъ этой второй системы. Но очевидно, 
что въ данный моментъ времени дв равныя по величинЪ, 
но прямо противоложныя по направленно поступательныя 
скорости И при новыхъ воображаемыхь движешяхъ второй 
системы взаимко уничтожаются, и слЪдовательно, новыя во- 
ображаемыя движеншя и совокупности воображаемыхъ уско- 
ренй второй системы вполнф тождественны съ соотвфтствен- 
ными первоначальными воображаемыми движешями и во- 
ображаемыми ускоренями первой системы. Такимъ образомъ, 
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дъйствительно, всЪ ть совокупности воображаемыхъ возмож- 
выхъ ускоренй, которыя можетъ имЪть вторая система при 
дополнительной поступательной скорости Г, можеть имЪть 
также и первая система. СлЪдовательно, съ допускаемыя 
связями воображаемыя совокупности ускоревй объихь си- 
стемъ, какъ съ дополнительной поступательной скоростью И’, 
такъ и безъ нея, соотятственно ваолиЪ тождествены. 


Дъйствительное нвижен!е системы безъ дополнительной 
скорости И, при данномъ первоначальномъ положени и дан- 
ныхь начальныхь скоростяхъ всъхъ точекъ ея, будетъ имфть 
такую совокупность`дВйствительныхъ ускоренй,'для которыхъ, 
согласно принципу нанменьшаго отклонешя, главная мвра 
отклонешя системы будетъ наименьшей возможной. Но вто- 
рая система, имфющая при тёхъ же начальныхь усломяхь 
положеня и скоростей еще дополнительную поступательную 
скорость И; должна двигаться также съ только что указан- 
ной совокупностью дЪйствительныхь ускоренй, потому что, 
при полномъ тождествЪ въ обоихъ случаяхь соотвфтственно 
всъхъ допускаемыхь совокупностей воображаемыхъ ускорешй, 
для второй системы та же совокупность ускорешй будетъ 
удовлетворять принципу наименьшаго отклоневя, что и для 
первой. Но легко видЪфть, каково должио быть движене вто- 
рой системы для того, чтобы она дЪйствительно получила 
указанную совокупность ускоренй: согласно доказанному 
выше, вторая система, кромф движешя первой системы, 
должна имъть еще поступательное, прямолинейное и равно- 
мърное движене съ заданной скоростью Уи въ ея напра- 
влени. Отсюда получаемь слфдующЕ законъ; 

Основной занонъ М. Каждая свободная изолированная си- 
стема вохраняетв всякое свое поступательное, ярямолинейцое 
и равномерное движение, причемь относительное движсене 
ея происходинз такь, пак будто бы общаго поступатель- 
паго двизжешя пе было. 

Законъ этотъ называется принципомф относительнаго 
движевшя и онъ иметь весьма важное значене какъ въ ме- 
ханикЪ, такъи въ физикЪ, и въ философи. Опытный данныя 
въ извЪстной мЬрЪ подтверждають этоть законъ, а именно, 
чВмъ больше удается устранить вляве на систему окружа- 
ющихь тфлъ, тьмъ болЪе движен{е ея можеть подходить къ 
движеню, даваемому разсматриваемымъ закономъ, 
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Законъ инерШи представляеть частный случай закона 
относительнаго движеня, а именно, тотъ случай, когда нёть 
относнтельнаго движешя, и система находится въ относи- 
тельномъ покоЪ, имВя только одно поступательное движене. 

Принципъ наименьшаго отклонен я, даже въ вышепри- 
веденной общей формЪ, даетъ возможность въ нЪкоторыхъ 
частныхъ случаяхь опредфлить движене, но здфсь остана- 
вливаться на этомъ не будемъ. 


Глава, |, 
Изолированная система. 


$ 8. Система матеральныхъ точенъ. Изложене мно- 
гихъ отдфловЪ динамики значительно упрощается съ введе- 
немъ поняйя о матер1альной точкф. Матеральной точкой 
называють конечную или безконечно малую массу вещества, 
которую воображаютьъ сосредоточенной въ одной геометри- 
ческой точк. Особенно важно поняте матертальной точки 
при разсмотрён{и двнжешя системъ вещества, подчиненныхь 
связямь; тая системы вещества замбняются соотвЪтственно 
подобранными системами матеральныхь точекъ, соединен- 
ныхь между собою и съ вызшними тфлами особыми связями. 
Если матеральная точка замфияеть все время одну и ту же 
часть или частицу ‘вещества, т. е. нёкоторую опредвленную 
систему, то масса такой матеральной точки должна оста- 
заться постоянной и равной массф замфняемаго ею вещества 
данной опредьленной системы. Вообще въ дальнфйшемъ, 
если не будеть сдфлано особой оговорки, будеть предпола- 
гаться, что всякая матергальная точка замфняеть нЪкоторую 
‚опредёленную систему вещества, конечную или безконечно 
малую, а потому, если не будетъ сдлано особой оговорки, 
масса всякой матер!альной точки будетъ считаться постоянной : 


18 — с0и8. (21) 


Примфняя законъ инерщи къ матер!альной точк$, полу- 
чаемъ, что всякая свободная изолированная матеральная 
точка должна двигаться прямолинейно и равномфрио. 

. Всли количество вещества измфрять массами, то какая- 
либо мёра отклонен я матертальной точки массы ›и будетъ: 


в==т (и) (22) 
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а системы матеральныхъ точекъ: 
КЕХАЕУтИ(и) (23) 


тд /(#) представляеть символъ нфкоторой сопровождающей 
фунющи оть ускореня какой-либо матерйальной точки системы. 
Главная мфра отклонен матеральной точки будетъ 3): 


{т (24) 
а системы матеральныхъ точекъ: 
ЕЕ) | (25) 


тдЪ #(и) представляеть символь функщи отклоненя отъ 
ускоревшя какой-нибудь матергальной точки системы. 

Для изолированной системы матеральныхь точекъ на- 
цало наименьшаго отклоненя даетъ: 


ДУХ ть (и) ера. (26) 


причемъ система эта можеть быть свободной или несвобод- 
ной, или же управляемой. 

$ 9. Уравненя связей. Связи системы дфлятся на 
удерживаюния и неудерживающия; первыя выражаются ра- 
венствами, вторыя—неравенствами, не исключающими однако 
и равенствъ. Пока неудерживающая ` связь дфйствуетъ, она 
можеть выражаться равенствомъ, и тогда ничёмъ не отли- 
чается оть удерживающей связи. Такимъ образомъ, вс® дЬй- 
ствующ связи разсматриваемь какъ удерживающя, а въ 
дальньйшемъ опредвляемъ критер!й, который даетъ возмож- 
ность опредфлить моменть ослаблешя связей неудержива- 
ющихъ; съ другой стороны, также надо принимать во. вни- 
маше вступлеше точекъ системы на связь, когда она можеть 
быть разсматриваема какъ удерживающая. СлВдовательно, 
при опредълени движевя системы условя связей придется 
выражать только равенствами. Далфе, связи дЪлятся на ко- 
нечныя и дифференщальныя; разсмотримъ сначала первыя. 

Положимъ, что н»котороя изолированная система со- 
стоить изъ н матеральныхь точекъ, прямолинейныя и пря- 
моугольныя координаты которыхъ обозначимъ черезъ хм, , 
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Хо, м, м, м... - в. Воли эта система еще 
. и свободная, то уравнеше какой-либо кочечной связи ея 
представить зависимость между указанными координатами: 


Е. мм, м... )=0 (27) 


такая связь называется внутренней. Если разсматривается не- 
свободная изолированная снстема, то н$которыя точки ея 
могутъ находиться на неподвижной поверхности неподвиж- 
нато тъла, уравиеше которой иметь видъ: 


О (ху, 2} =0 {28) 


Тогда координаты каждой изъ такихъ точекъ должны удовле- 
творять уравнешю (28). Наконець, нЪкоторыя матеральныя 
точки несвободной изолированной системы могутъ быть со- 
единены съ неподвижными внфшними точками внёшиихъ 
твлъ; тогда координаты этихъ внышнихъ точекъ войдуть въ 
уравненя вида (27) какъ постояниыя, и въ этихъ уравне- 
няхь какъ перемфнныя останутся только координаты мате- 
рИальныхъ точекь самой системы. Разсматриваемыя связи не- 
свободной изолированной системы представять связи внфш- 
ня. Понятно, эта система можеть имфть также и внутрення 
связи. 

Такимъ образомъ, какъ для свободной такъ и для не- 
свободной изолированной системы уравнен! какой-либо ко- 
нечной связи въ общемь видф приводится къ форм (27). 
Возьмемъ производную по времени 2 оть обфихъ частей 
уравненя (27), причемъ производныя координатъ по времени 
{проекщи скоростей соотвётственныхъ матеральныхъ точекъ 
системы) будемъ отм®чать значкомъ (’); тогда имфемъ: 


= (29) 


Уравнене это налагаеть извЪстное ограничене на скорости 
матер!альныхь точекъ разсматриваемыхь системъ. Производ- 
выя фунющи Г по координатамъ представять извфстныя 
функщи этихъ координатъ. Въ нёкоторыхь случаяхъ урав- 
нене связи задается или получается не въ конечной формЪ 
{27), а въ дифференщальной, отличающейся оть формы (29) 
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обыкновенно тЪмъ, что лфвая часть такого уравненя не 
представляеть полной производной по времени, какъ это 
имфетъ мёсто для уразнемя (29). Видъ такого дифференш- 
альнаго уравнешя для связи свободной или несвободной изо- 
лированной системы будетъ: 
и 
У | кхе -р В -- © =] =0 (30) 
7=1 

Связь, имъющая такое уравнене, называется дифференщаль- 
ной. Коэффищенты ... 4, В:, С: ‚ . . суть извфстныя функ- 
щи координатъ матеральныхъ точекъ системы. Если урав- 
неше (30) имЪетъ интегрируюний множитель, то связь назы- 
вается интегрирующеюся; въ противномъ же случаЪ связь 
называется неинтегрирующеюся. Проиятегрировавъ уравнене 
ннтегрирующейся связи, получимъ уравнене этой связи въ 
конечной форм (27), но содержащей произвольную постоян- 
ную интегрирован!я, которая можетъ быть опредфлена только 
по даннымъ начальнаго положешя системы. Если обозначимъ 
производныя функщи /” по координатамъ въ уравнен!и (29) 
соотвьтственно черезъ... 4:, В, С;...-,‚ то дифферен- 
шальныя уравнения всЪхъ связей свободной °) или несвобод- 
ной изолированной системы можемъ выражать въ формЪ (30). 

Перейдемъ теперь къ управляемой изолированной си- 
стемв. Нькоторыя матер!альныя точки ея могутъ находиться 
на деформирующейся и движущейся опредфленнымъ обра- 
зомъ поверхности одного изъ внёшнихь тфлъ. Уравнеше 
такой поверхности будеть зависть отъ времени: 


Чи, у, =, д =0 [0 


Уравнешямъ такого вида должны удовлетворять координаты 
указанныхь точекъ. Въ другомъ случаь матеральныя точки 
системы связаны съ нфкоторыми точками внышнихь тВль, 
имфющими н$ёкоторое вполнф опредфленное движеше. Урав- 
нене связи между матер!альными точками системы и указан- 
ными внёшними точками будетъ имзть видъ (27), т. е. въ 
него войдуть координаты какъ матеральныхъ точекъ. раз- 
сматриваемой системы такъ и координаты вышеуказанкыхь 
внышнихь точекъ. Но такъ какъ движеше этихъ послёднихъ 
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точекъ предполагается вполнф извфстнымъ, то координаты 
ихъ можно представить какъ вполнё извёстныя функщи 
времени. Внося так я значеня координать внышнихъ точекъ 
въ уравнеше (27), получимъ зависимость только между коор- 
динатами матеральныхь точекъ управляемой изолированной 
системой и временемъ. Слёдовательно, уравнен!е разсматри- 
ваемой внфишней конечной связи такой системы въ общемъ 
видБ имфетъ форму: 


(мм, в... В ==0 {32) 
Возьмемъ производную по времени оть обфихь частей этого 


уравнешя; тогда получаемъ : 


# 


УЕ 


Уравнен!е это налагаетъ известное ограничен на скорости 
матеральныхь точекъ разсматриваемой системы. Производныя 
фунющи Г по координатамъ и времени представять извфст- 
ныя функ этихъ координатъь и времени. Въ н»которыхъ 
случаяхь уравнен!е внёшней связи управляемой изолирован. 
вой системы задается или получается не въ конечной формЪ 
(32), а въ дифференщальной, отличающейся отъ формы (33) 
обыкновенно тьмъ, что лЬвая часть этого уравнешя не пред- 
ставляеть полной производной по времени, какъ это иметь 
мЪСто дия уравненя (33). Видь такого дифференщальнаго 
уравнешя для связи управляемой изолированной системы 
будетъ: 
я 


х 
У (“ хи Е Вьуе +. С] р 

1=1 
Коэффищенты ... 4, В, С;... 2) суть извьстныя функ- 
щи координать матеральныхь точекъ системы и времени. 
Связь, имъющая только что указанное уравнене, называется 
дифференщальной, какъ и связь предыдущихь случаевъ, 
уравнеше которой есть (30). Если уравнеше (34) имзетъ ин- 
хегрируюлий множитель, то связь также называется интегри- 
рующейся; въ противномъ же случаВ она называется неин- 


(34) 
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тегрирующейся. Проинтегрировавъ уравнене интегрирующей- 
ся связи получимъ уравнеше ея въ конечной формЪ (32), но 
содержающей произвольную постоянную интегрирован{я, ко- 
торая можеть быть опредзлена только но даннымъ началь- 
наго положен!я системы. Если обозначимъ производныя функ- 
щи Л по координатамъ и по времени въ уравнен!н (33) со- 
отвЪфтственно черезь....#, В, С;...В, то дифферен- 
шальныя уравиенй разсматриваемыхь внЪфшнихь конечныхъ 
или дифференщальныхъ связей управляемой изолированной 
системы можемъ 7) выражать въ формЪ (34). Понятно, что 
управляемая изолированнаи система, кромВ этихъ связей, 
можеть имзть еще и внутрення связи или тая внышн, 
которыя соединяютъ матеральныя точки ея съ неподвижными 
внЪшними тБлами или точками, причемъ уравнешя въ диф- 
ференщальной формф этихъ двухъ послднихъ видовъ связей 
выражаются формулой (30). Такъ какъ формула (30) пред- 
ставляеть частный случай выражен (34), когла въ послфл- 
немъ явно отсутствуетъ время и 2 =0, то дифференщаль- 
ныя уравненя всфхъ связей всякихъ изолированныхъ системъ 
можно представлять въ форм (34). Замътимъ, что приве- 
денныя здфсь уравнешя связей исчерлыватотъ кинематическя 
свойства всфхъ встрьчающихся на практик связей. 

Возьмемъ теперь производную оть обфихъ частей урав- 
неня (34) по времени; тогда получимъ : 


й 
У 
вле -- Вьуй -- Сьаи | + Е =0 (35) 
= 
гдф значками (") обозначены вторыя производныя по времени 
оть координатъ матеральныхъ точекъ системы, представля- 
ющёя проекщи соотв®тственныхь ускоренй этихъ точекъ на 
оси координатъ, а членъ Ё имфетъ видъ: 
- 
Е== У 2 2 
= 95% 


(86) 


Для связей внутреннихь или для внфшинихьъ связей, соединя- 
ющихъ матеральныя точки изолированной системы съ внфш- 
ними неподвижными тёлами или точками, для члена Е имъемъ: 


(37) 


Дополнительный членъ Ё въ форымб (36) будеть многочле- 
номъ второй степени относительно проекд!й скоростей мате- 
`Мальныхь точекъ системы, а въ формЪ (37) будеть одно- 
роднымъ многочленомъ второй степени отъ тВхь же проек- 
и; коэффищенты перваго многочлена будуть функщями ко- 
ординатъ матер!альныхъ точекъ системы и времени, а коэф- 
фищенты второго многочлена будутъ функщями однЪхъ только 
что указакныхъ координатъ. Уравненте (35) налагаетъ извст- 
ное ограничеше на ускорешя матеральныхь точекъ изоли-. 
рованной системы. 

Въ твхь случаяхь, когда связи системы будуть осуще- 
ствляться при помощи нфкоторыхъ механизмовъ, эти меха- 
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низмы будемъ предполагать мдеельными, т. е. лишенными 
массы и ея связей; массу всей системы будемъ предполагать 
распредфленной только въ ея матеральныхь точкахъ. Какъ 
постулать въ тёхъ случаяхъ, когда желательно принять во 
внимане массы указанныхъ механизмовъ и ихь особыя связи 
и свойства, будетъ указано дальше. Замётимъ еще, что каж- 
дый отдфльный н самостоятельный кинематическй механизмъ 
можеть привести не только къ одному, но и къ иъсколькимъ 
уравнемямъ или услоямъ связи. 

$ 10. Основное примфнене принципа наименьшаго 
отклоненя. Положимъ, что разсматривается движеше какой- 
либо изолированной системы въ и матер!альныхъ точекъ, съ 
идеальными связями, приводящими къ р дифференшальнымъ 
уравнешямъ (34), среди которыхъ могутъ встр®чаться, впро- 
чемъ, и уравнешя вида (30). Если р==3и, то задача р ша- 
ется сравнительно просто: если вс связи конечныя, то урав- 
нены (32) или же замвняюция часть ихъ и уравненя {27) въ 
общемъ числ р==3 и послужать для выражения всёхъ Зи 
координать матеральныхь точекъ извЪстными функщями 
времени; если нфкоторыя связи конечныя, а дру!я—дифферен- 
шальныя, то часть уравненй, служащихь для опредвлемя 
координатъ матеральныхь точекь какъь функщй времени, 
будетъ дифференщальными уравнешями перваго порядка от- 
носительно искомыхъ координатъ; интегрироваше этихъ урав- 
ненй въ связи съ имфющимися конечными уравненями дастъ 
рышене задачи; если всё р==3и уравнейй конечныя вида 
(27), то для всвхъ координатъ найдутся постоянныя значе- 
ня и движен!е будетъ невозможно. Если р > Зя и однЪ связи 
не суть простыя слёдствыя другихъ, то предполагаемое дви- 
экене системы, а можеть быть даже и покой ея, не возможны. 
Такимь образомъ, предстоитъ разсмотрёть двияжене изоли- 
рованной системы при услови, что р<« 3». Проекщи воз- 
можныхь ускоренйЙ на оси координатъ при этомъ связаны р 
уравненями вида (35): 

я 


У (=. а" -- Выу" -- Сы =") + Её =0 (38) 


#=1 


$2;3....Р 


Но такъ какъ теперь число этихъ проекщй 3 н большие числа 


5: 
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уравневй (38) р, то изъ этихь уравненй ускореня изолиро- 
ванной системы не могуть быть опредфлены (равно какъ не 
могутъ быть опредфлены и скорости, и координаты изъ со- 
отвЪтственныхь уравнел). Однако, лвижене всякой изоли- 
рованной системы могло бы быть опредлено, при помощи 
принципа наименьшаго отклонешя, еслибъ былъ извъстенъ 
видъ функши. откловеня +. Ускоревя всёхь матеральныхь 
точекъ изолированной системы выражаются черезъ ихь про- 
екца такъ: 


"—] ди ви 
#=1;2;3....п 


(89) 


Начало наименьшаго отклоненя для изолированной системы 
даетъ: 


п 
Ушу а 
= 


- =? } == вы. (40) 


Е == 


Задача, подлежащая разрЬшенио, будеть слБдующая: тре- 
буется подыскать тая проекщи всёхъ ускоренЁй системы, 
которыя, удовлетворяя всмъ р уравнешямъ связей (38), въ 
то же время давали бы величин глазной м5ры отклоненя 
(40) разсматриваемой изолированиой свьстемы нанменьшее 
возможное значеме въ каждый моментъ времени. При этомъ 
въ каждый данный моментъ времени координаты всёхъ ма- 
терельныхъ точекъ системы и скорости ихъь имють н$ко- 
торыя вполнф опредфленныя значешя и онф для каждаго 
такого момента не варьирують, а варьируютъ только про- 
екщи ускорешй этихъ точекъ для удовлетворешя услонямъ 
{38) и (40). Сивдовательно, здсь имфется задача на опре- 
дВленше отностиельныхв наибольшихь или наименышихъ ве- 
личинъ. Задача эта р®шается очень просто; каждое изъ р 
условныхь уравнекй (38) надо умножить на соотвфтственный 
неопредьленный множитель №, \,, №... №... № И 
полученныя выраженя, взятыя со знакомъ плюсь или ми- 


нусъ, сложить съ выражешемъ (40), и наименьшее значене 


найденнаго выражешя и усломя. его полученя надо опре- 
дфлять по правиламъ разыскашя обыкновенныхь наиболь- 
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шихь и наименьшихь величинъ оть функшй многихь пере- 
мвнныхъ. ПримЗнимъ этотъ способъ, съ тёмъ только из- 
мъненемъ, что передъ сложешемъ в величину (40) умно- 
жимъ на нёкоторую произвольную ‘лостоянную положитель- 
ную величину В, что нисколько не измфнить способа р®ше- 
ния задачи, а введене величины В приведетъ въ дальнВй- 
шемъ къ нзкоторымъ упрощенямъ. Тогда требуется опре- 
дълить, при какихъ проекщяхь ускоренй матеральныхь 
точекъ изолированной системы получаеть наименьцщее зна- 
чене выражене : 


еее" "| — 


в 
Ы и Ы 
"У дали У Вы-ЕаРХ № Сь | — 
5=1 $5=1 
\ 
— Уна, = пла. (41) 


Для этого надо взять отъ полученнаго выраженя частныя 
производныя по всфмь проекшямъ ускоревй и полученныя 
выражения приравнять нулю. Тогда, принимая во внимаше 
зависимости (39), получаемъ: 


(42) 


Эти Зи совмёстныхь дифференщальныхь уравненй второго 
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порядка, при извъстиой функщи отклонен я, вполнЪ рЬша- 
ютъ задачу о движении какой угодно изолнрованной системы. 
ДЪйствительно, въ эти уравнешя входить Зи -- д неизвфст- 
иыхъ координать матеральныхь точекь системы и неопре- 
дфленныхь множителей )\,,^..... ЖЖ, и, присоединяя къ 
этимъ уравнешямь какм-либо р уравненй связей, получимъ 
достаточное число 3» --р уравненй, необходимыхъ для рЪ- 
шенй задачи. Итакъ, теперь необходимо перейти къ опре- 
дъленио вида функщи отклонешя. 

$ И. Фунныя отклоненя. ПримЪнимъ выводы преды- 
дущаго параграфа къ свободной изолированной систем двухъ 
матеральныхь точекъ, соединенныхь неизм5ннымъ идедль- 
нымъ стержнемъ, не имъющимъ массы. Тогда и=2; р=1; 
если длину идеальнаго стержня обозначимъ через л, та 
уравнен!е связи будетъ: 


(43) 


КН в — в — 


е- 


Въ дифференщальной форм это уравнен!е получаетъ видъ: 


(их) игом) -- би) ОИ) -- в, -ай ив) =0 (44) 


Отбрасывая ненужный теперь значекъь 5 =1 и сравнивая съ 
уравнешемъ (30), имфемъ: 


м, х,; Ву, — 2%; С, = а — в, 
{45) 
Аа, м; Ву бл: бы —, 
Уравненя (42) даютъ: 
Въ те 
ви и = (46) 
. 


‚ 
ина — 
м, 


(47) 


} 


Къ этимъ шести уравнешямъ можно присоединить еще 
уравнене вида (38), получаемое дифференцировашемъ урав- 
ненйя (44): 


ааа) м) 9-Е 


а аб фЕ=0 (48) 
тдВ 
Е жи 


причемъ И представляеть отиосительию скорость одной 
матеральной точки по отношени къ. другой. Опредвлимъ 
изъ уравневй (46) и (47) проекщи ускорешй и внесемъ ихъ 
величины въ уравнен!е (48}; тогда, принимая еще во вниман!е 
зависимость (43), получаемъ : 


и, | Аи, 
ри У (м) ГВт, У 


откуда: 


* — Е =. (50) 
"яя 


Такъ какъ производная функщя $ отъ положительныхь ве- 
личинъ представляетъ, согласно условю (5), положительную 
величину, то отсюда слфдуетъ, что множитель Х отрицателенъ. 
Возвышая 06$ части равенствъ (46) въ квадратъ и соотввт- 
ственно складывая, и принимая. также во внимане зависи- 
мости (39) и (43), получаемъ: 


выч] = 
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извлекая отсюда корень квадратный и принимая во внимане 
` знакъ множителя », находимъ: 


х 
чт, (и) = — = (51) 


Такимъ же способомъ изъ уравненй (47} найдемъ: 


ущ=-^у 62) 


Сравнее даетъ: 
эт, (и) == пь У (в) 53) 


Равенство (50) для множителя }. теперь даетъ: 


__ ВЕ, м (и, ЗЕ нь чи (ш,) 
Ни ыы) 


Дьлая подстановку при помощи выражен! (51) и (52) въ 
уравнен!я (46) и (47), соотвфтственно получаемъ : 


54) 


(55) 


Равенства эти показываютъ, что ускорея м, и ш, будуть: 
1) направлены по прямой лини, соединяющей обЪ матераль- 
ныя точки системы; 2} будуть прямо противоположны другъ 
другу; 3) оба направлены внутрь пространства между матер!- 
альными точками. Подставляя одно изъ значенй (54) множи- 
теля Х въ одно изъ равенствъ (51) или (52), найдемъ: 


Е _ _ 56) 


и, в, = 7 


тд» величина 


представляеть омтиоснниельное ускорене одной одной матер- 
альной точки по отношеши къ другой, ибо относительная 
скорость И’ перпендикулярна для соотвЪтственной матераль- 
ной точки къ прямой лини, соединяющей обЪ точки системы. 


Такимъ образомъ, равенства (55) вполнз опредфляютъ 
направленя ускорсшй м и м,,‚а уравнешя (53) и (56) опре- 
дфлили бы и величны этихъ ускоренй, сслибъ былъ извЪс- 
тенъ видъ функщи отклонен. 


Для разсматриваемой изолированной системы приведен- 
ная здфсь теоря ничего больше дать не можеть; посему, 
если желательно опредфлить при помощи равенства (53) видъ 
функши отклоненя, то необходимо обратиться за допол- 
нительными данными къ опыту и наблюдению и сравнить 
эти [данныя съ полученными здзсь результатами: Однако, 
опытное изслздоваше явлев!я встрФчаетъ значительныя за- 
трудненя: 1) невозможно изолировать данную систему отъ 
дЪйстыя другихъ тлъ; дьйстыя эти надо по возможно- 
сти устранять, а нФкоторыя компенсировать; 2) невозмож- 
но получить идеальный неизмфняемый стержень, неимвющй 
массы; стержень или тягу надо брать изъ крёпкаго матерйа- 
ла, что позволитъ уменьшить ихъ толщину и массу; 3) мас- 
сы на концахъ стержня (для возможности сравненя-—изъ 
того же матертала, что и стержень) не представляютъ точекъ, 
а имють конечный объемъ; посему размВры этихъ массъ 
должны быть невелики по сравнению съ длиной стержня; 4) 
нельзя наблюдать абсолютныхь движенй. При возможномъ 
соблюдени всёхъ приведенныхъ условй положимъ, что стер- 
жень (прямой) съ массами приведенъ въ данный моментъ 
времени во вращательное движен!е вокругъ такой своей точ- 
ки, которая дфлить длину его на части обратно пропорщо- 
нальныя концевымъ массамъ. Тогда, согласно даннымъ опы- 
та и наблюденя, окажется, что стержевь съ массами и въ 
дальньйшемъ будетъ вращаться въ одной плоскости вокругъ 
той же своей точки, остающейся неподвижной. Въ виду вы- 
шеуказанныхь затруднен этотъ опытный результатъ можно 
высказать только въ вид гипотезы: 
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Вспомогательная зипотеза. Свободная изолированная 
Система двухъ матермальныхъ точекъ, соединенныхь нензмн- 
нымъ прямолннейнымъ стержнемъ, неимфющимь массы, мо- 
жетъ вращаться въ одной плоскости вокругь такой точки 
этого стержня, остающейся неподвижной, которая двлитъ длн- 
ну его на части обратно пропорцюнальныя массамъ конце- 
выхъ матеральныхь точекъ. 

Обозначимъ длину указанной части этого стержня, при- 
лежащей къ матеральной точкё массы эл, ‚ черезъ г, ‚ а дли- 
ну другой части, прилежащей къ матер!альной точкВ массы 
нь ‚ черезъ г,. Тогда, согласно опытнымъ данаымъ, имЪемъ: 


(57) 


причемъ: 
инь (58) 
Обозначая для вышеуказаннаго вращеня скорость первой 


матеральной точки черезъ ', ‚ а второй-—черезъ в,, найдемъ, 
эта 


= (59) 


Скорости о, и ®, лежать въ одной плоскости, перпендику- 
лярны направленно стержня и по направлению прямо проти- 
воположны. Опытъ показываетъ, что при вышеуказанномъ вра- 
щени системы скорости 9, н ®,, при достаточномъ удалени 
внЪшнихъ т$лъ, им$ютъ стремленте сохранять свои величины: 
Для идеальнаго случая изолированной системы это можно 
доказать теоретически. Дъйствительно, если вышеуказанное 
вращене происходить равномфрно, то 06% матеральныя 
точки имфютъ постоянныя по величин® ускореня 


(60) 


направленныя по лини, соединяющей матеральныя точки, 
внутрь пространства между этими точками. Еслибъ скорости 
точекъ мЬнялись, то къ этимъ ускоремямъ прибавились бы 
еще ускоревя по касательнымъ, перпендикулярныя къ только 
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что указаннымь ускоренямъ, и общия ускорешя стали бы 
больше, что противорфчитъ принципу наименьшаго отклоне- 
я. А потому заключаемъ, что дйствительно вращене раз- 
сматриваемой изолированной системы будетъ равномрнос, 
и ускорешя матеральныхъ точекъ дЪйствительно будутъ (60) 
сь вышеуказанными направленями. Такимъ образомъ, на- 
правлемя ускоремй оказываются т же, что были указаны 
на основани равенствъ (55). Если разсматриваемой систем 
сообщимъ еще поступательное движеше, то, согласно закону 
относительнаго движеня, система сохранить оба движенй, 
т. е. вышеуказанное вращене и поступательное, прямолиней- 
ное и равномЪрное движеше съ сообщенной скоростью, при- 
чемъ ускоренями системы будуть прежНя ускорея враща- 
тельнаго движеня. Относительная скорость одной матер!аль- 
ной точки относительно другой будетъ: 


(61) 


ГД 9, и, суть скорости вращательнаго движеня. Теперь 
имфемъ : 


т 
ии | 
и 


Пропоршя (59) даетъ: 


а потому: 


или 


52) 


т. е. приходимъ къ теоретически выведенному уравненйюо (56). 
Равенства (60) даютъ: 
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что на основаши соотношений (59) дасть: 


(63) 


ыЗ 2: 
р ти, 


или 
и ть, 69 


Согласно вышеуказанному, равенство (64) справедливо не 
только для вращательныхь, но и для какихъ угодно лвиже- 
в разсматриваемой свободной изолированной системы. 
Сравнивая равенство (64), полученное опытнымъ путемъ, съ 
соотвтственнымь равенствомъ (53), полученнымъ тсоретн- 
чески, для опредълешя вида функщи отклоненя имЪемъ: 


ии} 9) 
ии. 


(65) 


гдз ускоренйя м, и м, представляютъ совершенно произволь- 
ныя положительныя величины (ибо и массы и, и ин, также 
совершенно произвольны). СлФдовательно, отношеше 


У 
и 
совершенно не зависить отъ перемфиной независимой и (при 
и > 0) и представляеть постоянную величину: 


Я (#) 
р 


= сотзе` (66) 


откуда: 
$ (== сн 


интегрируя, получаемъ: 


— 39 — 


тд р есть постоянная интегрировашя. Полагая 


2а (67) 


=а;6 


имЪемъ : 


ф (+) =аш 6 (68) 


На основаши условя (6), относительно сопровождающихь 
функшй вообще, надо принять: 


—0 (69) 


и тогда: . 
ф (и) =ам (70) 


тдЪ, согласно съ услошемъ (7), постоянная а должна быть 
положительна. Тогда функшя отклоненя удовлетворяеть и 
другимъ требован!ямъ относительно сопровождающихь фун- 
хщЙ вообще. Производная 


$ ( 


будетъь положительна для всёхъ положительныхь значенй и. 
Функшя (70) однозначна, и наоборотъ ‚, каждому положитель- 
ному значение Х этой функщи соотвфтствуеть только одно 
положительное зиаченше зи, т. е. уравнене 


2аи 


а#=Х 


приа > 0; Х >> 0 имзетъ только одинъ положительный ко- 


рень: 
их 
а 
другой корень будетъ отрицателенъ: 
их 
а 


Видъ функщи отклоненя можетъ быть полученъ при помо- 
щи изученя свойствь движеня не только представленной въ 


=, 
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настоящемъ параграфЪ системы, но и н$которыхъ другихъь 3). 
$ 12. Главная мБра отклонен. Пользуясь найденнымъ 
вндомъ функщи отклонен, выражению принципа наимень- 
шаго отклонешя для всякой изолированной системы теперь 
можно придать видъ; 


{. [ аа 4т = а 1 шан=а { рай д =вти (П) 


Отсюда слфдуетъ, что коэффищенть а есть произвольная по- 
стоянная положительная величина, Посему проще всего по- 
ложить этоть коэффищенть равнымъ единиц: 


а=1 {72} 
Тогда функшя отклоневя принимаеть видъ: 
$ (н) = (73) 


Главная мфра отклонешя для матертальной точки массы и» 
теперь будеть: 


фир {74} 
а для системы матертальныхь точекъ: 


== Ети (75) 


Для системы сплошного вещества соотвфтственно получаемъ ь 
Даа Чт = [р в? 4 (76) 


Приавципъ наименьшаго отклонешя для изолированной сис- 
темы теперь получаеть выражене: 


Г. = [ша ат =] те. (77) 
а для изолированной системы матеральныхь точекъ: 
Г=Х ва = и. {78) 


Такимъ образомъ, какъ функщя отклоненйя, такъ и главныя 
мфры отклоневя имъютъ очень простой видъ {)}. 
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$ 13. Уравненя движеня изолированной системы. 
Во всф уравненя (42) входить произведеше вида: 


в 
и 


При окончательно полученномъ и принятомъ видф функщи 
отклонешя (73) имемъ: 


У (и) =2н 


а потому вс указанныя произведеня получаютъ вндъ: 


и (и 
9 58 


Воспользуемся произволностью постоянной В для того, чтобы 
этнмъ произведенямъ придать самый простой видь, т. е. 
приравнять ихъ едини: 


и 
8 #09. 28=1 
Е . 
для этого только нало положить: 
= 29) 


Тогда уравненя (42) получаютъ форму: 


В 
пох == У 5 А 
$=1 


, 
пы = У 2, Вьг (80) 
$=1 


В 
м 

и в” = У 25 Са 
=1 


=1;2;3....н 2 
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Эти Зп совмфстныхъ лифференщальныхь уравненй второго 
порядка прелставляють полнбе рЬшене вопроса о каком 
угодно движени всякой изолированной системы, для чего къ 
нимъ веобхолимо прибавить только какя-либо р уравненй 
связей. Наиболве симметричное р®шене получается, если 
взять р уравнешй {38}. Въ эти послБдя уравненя подстав- 
ляемъ значещя проекщй ускорешй изъ равевствъ (80) и по- 
лучаемъ [тогда р линейныхь уравнейй относительно р не- 
опредъленныхь множителей %, , ^,.... ^» ‚ которые найдутся 
при этомъ какъ функши времени, координатъ матертальныхь 
точекъ системы и проекщй ихь скоростей. Подставляя най- 
денныя значеня множителей въ уравневйя (80), получимъ сис- 
тему 3 п совокупныхъь дифференшальныхь уравненй второго 
порядка ст, $ я неизвЪстными координатами точекъ системы, 
которыя подлежать опредфленио какъ фунющи времени. 
Произвольныя постоянныя интегрировашя опредфляются по 
заданному начальному положению системы и заданнымъ на- 
чальнымъ скоростямъ #). 
Уравнешя движен: (80) позволяютъ вывести всё поло- 
женя и теоремы, относянцяся къ движешямъ всякихъ изо- 
лированныхъ системъ. 


Глава !|. 
Неизолированная система. 


$ 14. Сила. При лвиженм неизолированной матерталь- 
ной точки какая-либо мфра отклонешя ея, при услови изм$- 
реня количества вещества массами, будетъ: 


в=ту 


Мьра эта представлясть отклонене въ движени точки не 
только отъ простВйшаго лвиженя, но и оть естественнаго 
движешя матер!альной точки по иверщи,—еслибъ она была 
свободной изолированной матеральной точкой, — потому что 
движеще точки по инерши оказывается простфйшимъ и въ 
кинематнческомъ отношен!и. Причиной отклонен въ движе- 
ви матеральной точки отъ ея естественнаго движеня по 
инерШи являются окружающя массы, непосредственно сопря- 
касаюцщяся съ разсматриваемой матерзальной точкой. Явля- 
ется желэтельнымъ установить понят!е лизры озиклоняющаго 
влтянля или дъйствЕя окружающихь массъ на естественное 
движене взятой матер!альной точки по инерщи. Проще все- 
го принять эту мЗру отклоняющаго дЪйстия массъ О рав- 
ной какой-либо мёрЪ отклоненя въ движени самой матер1- 
альной точки; 


О=Е=ту (81) 


Такъ какъ сопровождающихь функшй 7 существуеть безчис- 
ленное множество, то и различныхь мфръ отклоняющаго дЪй- 
стыя можно представить себЪ безчисленное множество. Функ- 
Щя отклонен $ оказалась весьма простого вида; но сущест 
вуеть одна сопровождающая функшя еще болфе простая, а 
именно функшя пропорщенальная или даже равная своему 
независимому перемВнному: 
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и =и {82) 


Соотвфтственно такой простзйшей функщи получаемъ и 
проствьйшую мЪру отклоненя при движенм яеизолированной 
матерйальной точки: 


ё=ти {83) 


Такой простЬйшей мБрз отклонешя соотятствуеть и прос- 
тЪйигая мфра отклоняющаго дЪйстыя массъ, которую, кромВ 
того, будетъ разсматривать какъ веллторё. Посяфднюю мфру 
назовемъ силой дьйствйя лись па патеральную зночку или 
просто силой и для полнаго образовашя этого понят усло- 
вимся въ сяфдующихъ опред леняхъ: 

Опредьлене т. Сила дЪйствя  окружающихь массъ ва 
матеральную точку по величин равна произведенио массы 
этой точки на ея ускореше. 


Опредьленте 2. Эта сила направлена по ливи ускорешя 
матертальной точки. 

Опредьлента 3. Точкой приложешя разсматриваемой си- 
лы является сама матертальная точка. 

Такимъ образомъ, величина силы Г будсть: 


Р=р=ти (84) 


Понят!е силы имфетъь большое значен!е въ механикЪ и дру- 
тихъ естественныхь и прикладныхъ наукахъ; само назван 
важнЪйшаго отлЪла механики, а именно, динамики произош- 
до отъ назвашя силы (дина—сила), что указываеть на зна- 
чеше этого понятя въ этомъ отдЬЛЬ механики. Важность 
этого понятя слфдуетъ изъ того, что на практикЪ удается 
во многихъ случаяхъ указать величину (и направлене) дЪй- 
ств, называемаго силой, независимо отъ величины массы 
(напримЪръ, притяженя и отталкиваншя массъ, имющихь 
электричесе заряды; сопротивлеще среды и пр.). Установ- 
лене законовъ такихь явлешй откосится къ области физики. 
Въ подобныхь случаяхъ равенство (84) можеть служить не 
только для опредьленя величины силы, ко и для опредЪле- 
ня величины ускоревя или массы. 

Въ нЬкоторыхъ случаяхъ причиной дЪйстья окружаю- 
щихъ массъ на данное тБло или матеральную точку явля- 
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отся нъкоторыя даже довольно отдаленныя тфла; тогда ус- 
ловно говорятъ, что эти тфла дЪйствують на данное тфло 
или точку; подобныя дёйствя происходятъ преимущественно 
черезъ посредство скрытыхъ массъ. Разъяснен!е законовъ 
такихъ дВйств также относится къ области физики. 

$ 15. Сложене и разложене силъ. Положимъ, что на 
матеральную точку массы ж дЪйствуеть одновременно нЪс- 
колько тЪлъ, и что точка подъ дьйсцемъ этихъ тлъ дви- 
жется съ ускорешемъ к. Очень часто, сообразно обстоятель- 
ствамъ, имфется основане полагать, что геометрическую сос- 
тавляющую м, отъ полнаго ускорен г сообщаетъ матер!аль- 
ной точкв первое тбло, составляющую и,—второе и т. д, 
Чтобы имфть возможность измфрять дЪйствие на матераль- 
ную точку каждаго тфла въ отдфльности, условимся въ слф- 
дующемъ опредфлен!и : у 

Опредьлене 4. Сила дЬйствя каждаго изъ числа нЪс- 
колькихь тЪлъ, вляющихь одновременно на движен{е мате- 
ральной точки, опредфляется такъ по величинЪ и направле- 
ино ускорешя, сообщаемаго при этомъ точк$ даннымъ тёломъ, 
какъ будто бы эта точка имфла только-одно это ускорене. 

Изъ этого опредфлешя слфдуеть, что сила дЪйствя 
перваго тёла на матеральную точку будеть : 


Вени, (85) 
второго: 

Р=тын, (86) 
ит д.; направлены эти силы по линямъ соотвфтственныхь 
ускорен!Й в, и,...., а точкой ихь приложеня служить 
сама матеральная точка. Общая сила дЪйстья всъхъ тЬлЪ 
на матеральную точку опредфляется общимъ результирую- 
щимъ ускоревемъ точки и; величина этой силы будетъ:” 


РЕтн у (87) 


а направлена она по линм ускореншя м. Еслибъ нЪкоторое 
тЬло дЪйствовало на’ разсматриваемую матертальную точку 
съ силой Р, то это дёйстые вполнЪ замфнило бы дБйстве 
всъхъ вышеуказанныхь тфлъ, силы дфйстыя которыхъ на 
точку суть Р»,Р,В...., т.е въ обоихь случаяхь 
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движене матеральной точки было бы одно и то же. Посему 
сила Р называется равиодьйствуюией всфхъ силь Р,, В,, 
Р,...., которыя называются ея составляющими. 

Принимая во внимаше, что общее ускореше точки +, 
какъ извёстно изъ кинематики, представлястъ геометрическую 
сумму всхъ отдфльныхь составляющнхь ускорешй и, , в,, 
т... и замЪчая также, что силы Р, Р,Р,,В.... 
пропоршональны соотвзтственнымъ ускоренямъ и одинаково 
съ ними направлены, найдемъ, что равиодьйствующиея снла, 
приложенная къ матеральной точкЪ, по величинВ и направ- 
лению представляетъ геометрическую сумму веЪхъ составляю- 
щихь силъ, приложенныхь къ этой точкЪ. При сложеви 
двухъ снлъ равнодьйствующая представить дагональ парал- 
лелограмма, построеннаго на двухъ данныхъ силахъ какъ на 
сторонахъ. ДвЪ равныя, но прямо противоложныя силы вза- 
имно уничтожаются или уравновиниивающся, т. е. ие сооб- 
щаютьъ въ совокупности матеральной точк никакого уско- 
реня. 

Подобно тому, какъ можно разсматривать частное рав- 
нодЪйствующее ускореве группы только вЪфкоторыхь уско- 
рен точки, точно также можно разсматривать часьеиа рав- 
нодьйствующую силу группы только нёкоторыхъ силъ, дЪй- 
ствующихь на матеральную точку. Общая равнодьйствую- 
щая всбхъ частныхь равнодЪйствующихь будеть въ то же 
время и равнодЪйствующей всфхъ составляющихъ силъ, дЪй- 
ствующихь на матеральную точку. 


Разложене. силы, дфйствующей на матеральную точку, 
на отдёльныя составляюцщия производится ло общимъ пра- 
виламъ геометрическаго разложеня векторовъ; въ общемъ 
видЪ, безъ особыхъ дополнительныхь условй, это есть за- 
дача неопредьленная, допускающая безконечное множество 
рыненшй, т. е. данную силу можно разложить вазбезконечное 
число разныхъ совокупностей силъ составляющихъ. 


Положимъ, что проекщи на оси прямолинейныхь и пря- 
моугольныхь кбординать одной изъ силъ 2», дЪйствующихь 
на матеральную точку, будуть Л,, У,, Ё,; эти проекщи 
прелставятъ одну изъ возможныхь совокупностей составляю- 
щихъ силъ, на которыя можеть быть разложена сила Р,. 
Пусть на матеральную точку одновременно дфйствуеть 4 
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силъ Р,Р,...Р,...В;:, проеющи которыхь на оси коор- 
динатъ будуть Х,, У, 2,,^, ....2.. Равнодфйствующая 
всБхъ указанныхь силъ пусть будеть.Р, а ея проекщи на 
оси координатъ пусть будуть Х, У, 7. Замфчая, что про- 
екщя равнодьйствующей на какое угодно направлеше, какъ 
замыкающей стороны многоугольника всёхъ составляющихь, 
равна суммз проекшй всЪхъ этихъ составляющихь на то же 
направлене, имЪемъ: 


9 
\ 
&= У А; ; 


= 
7=1 


Такимъ же способомъ можно опредфлить проекщи на оси 
координатъ частной равнодфйствующей черезъ проекщи всЪхъ 
силъ ее составляющихъ. 

$ 16. Уравненя движеня неизолированной системы. 
Обратимся сначала къ уравнемямъ движеня изолированной 
системы (80). ДЪЬйств!е связей этой системы влечеть за со- 
бой появление ускорен! при движени. матертальныхъ точекъ. 
Слфдовательно, дйстыя связей представляютъ дФйствИя силъ. 
Первыя части уравнешй (80) прелставляють соотвфтственно 
проекщи равнодЪйствующихь силъь связей,. дЪйствующихь 
на матеральныя точки системы, а вторыя части уравненй 
(80) содержать соотвфтственно проекщи составляющихъ 
силъ дфйстыя на матеральныя точки отдльныхь связей 
системы, вполнф согласно равенствамъ (88). Такъ напримфръ, 
проекщи на оси координатъ силы дЬйствя з—вой связи на 
; тую матеральную точку системы будуть: 


№ ы ; 2» Вы ; 2 Ся (89) 


такь что величина этой силы булетъ: 


Е и Аи + Вы" Сы (90) 
гдЪ надо взять такой знакъ, чтобы это выражене (90) ока- 
залось положительнымъ. Силы дьйствья связей называются 
Реакиялиь связей. 
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` Перейдемъ теперь къ неизолированной систем мате- 
рИальныхъ тозекъ. Начало нанменьшаго отклонешя це мо- 
жеть быть непосредственно примиено къ этой системЪ. Но 
къ этой системё можно отнести всв т вифшня массы, ко- 
торыя связаны съ матеральными точками системы, и дви- 
жешя которыхъ не неизмВнны. Полученная такимъ образомъ 
новая, большая система уже будетъ изолированной **), и къ 
цей можно примфнить начало нанменьшаго отклонен и урав- 
неня движены (80). Положимъ, что первоначальная неизо- 
лированная система состоитъ изъ и матеральныхь точекъ, а 
отнесенныя къ ней внЪшьйя массы представляютъь дапохни- 
тельную систему м, матеральныхъ точек, тогда новая, изо- 
лнрованная система булеть состоять изъ и-- и, матераль- 
ныхъ точекъ; дополнительная система будетъ, понятно, так- 
же неизолированной системой. Для новой, изолированной 
системы получимъ 3 (и -|- и,} уравнемй движешя вида (80), 
изъ числя которыхъ 3» относятся къ первоначальной неизо- 
лированной системЪ, а 3 и—къ дополнительной систем. Свя- 
зи новой, изолированной системы можно раздфлить на три 
категор!и: 1} связи первоначальной неизолированной систе- 
мы; проекщи реакцй этихъ связей входятъ только въ пер- 
выя Зи уравненй движешя, относящихся къ матеральнымъ 
точкамъ только что указанной системы; положимъ, что число 
этихъ связей булеть р; 2) связи между матеральными точ- 
ками первоначальной неизолированной системы съ одной сто- 
роны и матеральными точками дополнительной системы съ 
другой стороны; проекщи реакшй этихъ связей войдутъ какъ 
въ Зи, уравненйЙ движеня дополнительной системы, такъ и 
въ Зи уравнейй движешя первоначальной неизолированной 
системы; положимъ, что число этихъ связей будетъ д; 3} свя- 
зи дополнительной системы; проекщи реакшй этихъ связей 
войдутъ только въ 3 и, уравнеый движешя матеральныхъ 
точекъ дополнительной системы. Относительно связей второй 
категор1и замЪтимъ, что на практик оказывается очень ча- 
сто возможнымъ выразить реакщи этихъ связей на матер!- 
альныя точки первоначальной неизолированной системы въ 
видЪ извБстныхь функщй времени, координатъ и скоростей 
(проекшй скоростей) этихъ матеральныхь точекъ. При соб- 
людени этого условя можно написать 3 и уравненйй движе- 
ия я матеральныхъ точекъ первоначальной неизолирован- 
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ной системы совершенно отдВльно ни независимо отъ тЬхъ 
3 и, уравнешй, которыя относятся къ и, матеральнымъ точ- 
камъ второй дополнительной системы, причемъ въ первыя 
3 н уравненй движеныг первоначальной системы не войдут» 
вообще намъ неизвфстныя координаты и скорости матер!аль- 
ныхъ точекъ дополнительной системы. Если обозначимъ про- 
екши на оси координатъ только что указанныхъ реакшй свя- 
зей второй категор!и черезь,... Хм, Ум, бн...., 10 
3 уравнешй движеня первоначальной неизолированной си- 
стемы, согласно уравненямъ (80), можно написать такъ: 


р 


у 
ан м = У 2. Чы-- 


(91) 

В 9 

у у 

в" = У 28 Си + У Ян 

> — 

$=1 т=1 

. =1;2;3....1 
Обозначая проекщи на оси равнодБйствующихь реакшй вто- 
рой категор!и соотвфтственно черезъ .... Аз, 3, 4...., 


и принимая во вниман!е соотношеше (88) въ примфненйи къ 
частнымъ ровкодЪйствующимъ, уравнен!я движеня неизоли- 
рованнои системы можемъ представить еще такъ: 


= 


ня! = У № 5-Х; 


ту (92) 
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Реакщи второй категорти въ примфнеши къ неизолироваиной 
систем называются обыкновенно влмиили снаами. Эти 
силы и ихь проекшя на оси координать должны быть пред- 
ставлены, какь было уже указано, известными фуякщями 
времени, хоординатъ и скоростей матерйальныхъ точекь раз- 
сматриваемой неизолированной системы. Тогда уравненя (91) 
или (92) представять Зн совмфстныхь дифференщальныхь 
уравненй второго порядка; присоединяя къ нимъ еще р урав- 
нений связей (понятно— первой категори), получимъ Зи р 
уравиеншй, необходимыхъ и достаточныхь для опредълешя 
Зл координатъ матер!альныхь точекъ и р неопредЪленныхь 
множителей. Вообще интегрироваШе уравнений (91) или (92) 
ничЬмъ не отличается отъ интегрированя уравненёй (80). 
Когда найдены величины неопредвленныхь множителей, то 
по формуламъ (89) и (90) можво опредЬлить реакщин связей, 
д-йствующихь на матеральныя точки неизолированной сыс- 
темы. 

Уравнещя движеня неизолировавной системы (91) или 
(92) называются уравнешями Лагранжа перваго рода. Урав- 
нен!я движены изолированной системы (80) можно считать 
за частный случай приведенныхъ уравнешй, а именно, когда 
внфилыя силы отсутствуютъ. Замфтимъ, что въ тЬхъ случаяхъ 
когда н®которыя реакщи изолированной системы могутъ быть 
выражены а рцоп извЪстными фуньшями времени, коорди- 
натъ и скоростей матеральныхь точекъ этой системы, то 
уравнешя движеня ея (80) также могутъ быть представлены 
въ формВ (91) или (92). Выражения (91) иди (92) можно раз- 
сматривать какъ самыя общёя уравнен!я динамики, которыя 
опредфляютъ всякое движеше какой угодно системы матер!- 
альныхъ точекъ. Изъ этихъ уравненй можно получить всЪ 
теоремы, относящцяся къ условямъ движеня и равновв я 
какихъ угодно матеральныхъ системъ. Посему, если эти урав- 
нены получены, то задача построен!я системы динамики окон- 
чена, и всф дальнфйцие выводы ея получаются уже чисто 
дедуктивно-математическимъ путемъ. 

$ 17. Дъйстве и противодЪйстве. Если массы одной 
системы дЪйствують на массы другой (связи второй катего- 
рим), то и обратно, массы второй системы дЪйствують на 
массы первой. Наконецъ, такое взаимодЪйстве наблюдается 
между массами одной и той же системы {связи первой кате- 
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гор1и). Опредёлимъ законы этого взаимодВйствы. Для этого 
д®Ъ какя-либо частицы или матеральныя точки, находящёяся 
во взаимномъ соприкосновени, выдфлимъ (мысленно) въ осо- 
бую неизолированную систему. Взаимодфйстя этихъ точек 
будуть выражаться реакшями связей первой категор1и этой 
системы. ДЪйств!е всего остальнаго вещества на каждую изъ 
матеральныхъ точекъ разсматриваемой системы выразится 
внЪшними силами, проекщи равнодйствующихь которыхь 
пусть булуъ для первой точки Х,, У, ‚ 2,, а для второй 
Х,, У,, 2,. ДвЪ взятыя соприкасающияся матер!альныя точ- 
ки слфдуетъ разсматривать какъ соединенныя неудерживао- 
шими связями; однако, пока это соприкосиовеше происхо- 
дить, связи можно разсматривать какъ удерживаюцуя; усло- 
вя ихъ выразятся тогда тЪмъ, что координаты обфихъ то- 
цекъ за все время соприкасаня соотвфтственно равны, что 
даетъ три уравневя связей: 


д — м, буи =0уд — в, =0 (93) 


Оу фи =0; в =0 (94) 


ИЕО`уи ии буай- ви =0 (95) 


Уравнен!я движеня обфихъ матертальныхь точекъ системы, 
согласно выражешямъ (92), будутъ 


я А, 
ту У, (96) 
эн а" = № 7, 

и. А+ 

эту" == — № У, (97) 


эн: в = — 7, 


Дъйстве второй матерлальной точки на первую выражается 


— 59 = 


силой, проекни которой на оси координатъ будутъ: 


,, (98) 


Дъйств® же первой матер!альной точки на вторую выража- 
ется силой, проекщи которой на оси координать будутъ: 


—ь 99) 


Такнмъ образомъ, приходнмъ къ заключенио, что силы вза- 
модьйствгя между каждыми двумл соприкасающимиея эле- 
аасипади пли эатергальнылиг пинками 98) пиьяз по велни- 
чениь равны, а по направлению прямо противоположны. 

Замфтимъ, что выводь этотъ совершенно не зависить 
отъ продолжительности взанмнаго соирикосновеня матераль- 
ныхъ точекъ, и будеть справедливъ поэтому и при сопри- 
косвовени даиныхъ двухъ матергальныхъ точекъ въ течене 
только безконечно малаго промежутка времени. 

Полученное предложене носитъ названше закона дЪъйствй 
и противодЪйстый или закона взаимодЬйствй. 

ОпредЪливъ изъ уравненй движеня проекщи ускоре- 
н", и подставивъ ихь величины въ уравнен!я связей (95), 
получимъ величины проекцй на оси координатъ силы взаи- 
модЪйствя между двумя разсматриваемыми матеральными 
точками: 


(100) 


Величина же самой силы взаимод®йствья будетъ: 


Инт» 101) 


Наконецъ, законъ дйствЙ и противодЪйстй можно дока- 
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зать, предполагая матеральныя ‘точки помфщенными въ 
центрахъ двухъ соприкасающихся шаровыхь поверхностей 
(связь неудерживающая), или принимая ихъ связанными (вре- 
менно} неизмфннымъ идеальнымъ стержнемъ, и переходя въ 
обоихь случаяхъ въ предЪлЪ кь непосредственному сопри- 
косновенио самнхъ матеральныхь точект,, 

Въ физикв принимается и во многихъ случаяхь дока- 
зывается законъ взаимодьйств, когда явленя происходять 
какъ бы на разстоянт, т. е. черезь посредство скрытыхъ 
массъ на самомъ дЪлВ. Сюда относятся явленя тяготфня, 
молекулярныя, магнитныя и электростатичесмя притяжен:я и 
отталкивавя. Силы взаимодЪйствй здфсь принимаются рав- 
ными, прямо противоположными и направленными по одной 
и той же прямой, соединяющей соотвЪтственные элементы 
дъйствующихъ объектовъ. Въ явлешяхъь электромагнитныхь 
и электродинамическихь принимается, что силы взаимодЬй- 
свя равны по величин и прямо противоположны по на- 
правлению, но совпалаютъ не съ направлешемъ прямой, со- 
единяющей взанмодЪйствующе элементы, а съ соотвЪтствен- 
ными направленями нфкоторыхъ двухъ параллельныхъ пря- 
мыхь. Понятно, что физическе заковы дЪфйствй в противо- 
ДЪйствй не имфють ничего общаго съ динамическимъ, лока- 
заннымъ здЪсь, ибо являются окончательными результатами 
ЦЪлой цпи процессовъ движенй н взаимодЪйстьй скрытыхъ 
массъ, 


Глава М. 


Теоремы движенй. 


$ 18. Законъ ноличествь двименя. Сложимъ 1) по- 
членно всф равенства (92), относяцияся къ осн А, потомъ— 
относящяся къ оси У, и чаконецъ,—къ оси 7; тогда нолучимъ: 


й р й 


х ч \ 
и ки=Х У) 


У шн-У у. с.-+-У И 


= р 5=1 11 


Равенства эти еще можно представить такъ : 


11 5=-1 #=1 


Уши -У у ”, в У 


5=1 


й й а в 
г У а ву У У 25 Си -У 7 
1=1 


== 5==1 2=1 


и р и 
У Уьнух | 


(102) 


(103) 
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Для того, чтобы придать этимъ уравненямъ болЪе нагляд- 
ное толкование, вводять въ динамику, при помощи нижесл®- 
дующихь опрещфленй, особое веклоральное поняте коли- 
чества движен!я: 

Опредьлете г. Количество движеня матеральной точки 
или системы съ поступательнымъ движешемъ равно произ- 
веденио массы этой точки или системы на ихъ скорость. 

Опредшлене 2. Количество движешя матерйальной точки 
направлено но лиШ{и ея скорости. 

Опредьлене 3. Количества движевя какой угодно сис- 
темы, имЪющей произвольное движене, равно по величин 
и направленйо геометрической сумлиь количествъ движеня 
всъхъ ел частей. 

Тогда уравненя (103) можно прочесть такъ: производная 
по времени отъ проекщи на какую угодно ось координатъ 
количества движеня всякой неизолированной системы равна 
суммЪ проекшй на ту же ось всБхъ реакщй связей и всъхъ 
вншнихь силъ системы. 

$ 19. Занонъ центра массъ. Точка, координаты кото- 
рой такъ связаны съ координатами и массами какой-либо 
системы вещества: 


(104) 


называется цемиромь массз этой системы. Для системъ мате- 
р!альныхь точекъ координаты центра массъ опрехфлятся изъ 
выражешй 1): 


И 


м . (105) 


Дифференцируя три послФдкихъ уравненя два раза по вре- 
мени, получаемъ; 


в 


а 
М хе = У пам 


п 


Муг= У т уг {106} 


1==1 


п 


у 
Ма = У 27 


#=1 


# 


ма Увы (107) 
1=1 


{108) 


Полученныя уравненя показываютъ, что центрь массъ дви- 
жется какъ свободная неизолированная матеральная точка, 
въ которой сосредоточено все вещество системы, и въ кото- 
рую перенесены, параллельно самимъ себЪ, всф реакщи и 
всЪ виьшия силы системы. 

$ 20. Законъ моментовъ количествъ движензя. Умно- 
жимъ почленно третьё изъ равенствъ (92} на уз, второе— 
на 2;; второе полученное равенство вычтемъ почленно изъ 
перваго; тая операщши продфлаемъ относительно уравнейй 
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всБхъ остальныхъ точекъ системы; всБ полученныя равен- 
ства почленно сложимъ; наконецъ, тая же операщи продЪ- 
лаемъ относительно и двухъ другихъ паръ координатъ; тог- 
да получаемъ: 


я 
У " „ 
дбн [ура 
1 


в р 
гыгы) У У » Аня: — Сид } + 
21 5==1 


(109) 


ра п В 
к % « 
У и: [ с И =У У № (= д — Яну } + 
1 1 5—1 


Первыя части этихъ уравненй можно предсгавить въ видв 
произволныхъ по времени, и тогда эти уравнешя принимаютъ 
видъ: 


(110) 


+ 


Уравнешя эти выражають слфдующее положеше: производ- 
ная по времени отъ суммы моментовъ количествъ движеня 
всхь матеральныхь точекъ системы относительно какой 
угодно оси координатъ равна суммЪ моментовъ относительно 
той же оси всфхъ реакщй связей и всБхъ виБшнихъ силъ 
системы. 

$ 21. Законъ живой силы. Умножимъ вс равенства 
{92) почленно на соотвЬтсвенныя изъ числа 3 м равенствъ: 


хрен уран фи р арен фа 
и полученныя равенства почленно сложимъ; тогда имфемъ: 
в 
к 
№ ин [ деки а -- угу ЧЕН вия" “) = 
1==1 
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уг бе -- Вы Фу; -- Са Фи } = 


Первая часть этого равенства можеть быть представлена въ 
видЪ полнаго дифференщала: 


п в 


пы „ в м 
ОУ [ии в Ут 


(12) 


ГдЪ п, есть скорость { — той матеральной точки разсматри- 
заемой системы. Выражеше 


Чи (112) 


ТДБ ш есть масса матеральной точки или тфла съ поступа- 
тельнымъ движеншемъ, а у — ихь скорость, называется эи- 
вой снлой этой матеральной точки или этого тфла. Живая 
сила системы ТГ принимается равной суммЪ живыхь силъ 
всбхъ ея частей: 


: И ат (113) 


или , для системы и матеральныхъ точекъ: 


(114) 


Если равнодЪйствующая всфхъ внышнихь силъ для { — ой 
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матеральной точки есть Р;, а эта точка проходить за эле- 
ментъ времени 44 путь 45; ‚ то имземъ: 


Хх - У; а, -- 2 4 == Р) соз (Р:, @) а: (115) 


Выражеше это называется работой силы 2; на пути «5; . Это 
будеть элементарная работа на безконечно маломъ пути; на 
конечномъ же пути 9; — зи, соотвЪтствующемь промежутку 
времени #— &, конечная работа силы 2; будеть: 


5} 
ТВ сз (в ‚4 4 | (116) 
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Теперь полученное выше равенство можно представить такъ : 


(117) 


Равенство это даеть, что приращеше живой силы сис- 
темы за элементь времени равно суммБ работь всвхъ реак- 
ЩИ связей и всЪхъ внЪшнихь силъ системы за тотъ же эле- 
менть времени. Для конечнаго промежутка времени, обозна- 
чая начальную живую силу системы черезь 7, соотвфт- 
ственно получаемъ : 


п 2 Е 
т-т,=У У са Ч Выль + бав ) 


5=14 


в 


$: 
+ У ТР оз (Р,, 4) а {118) 


1=1 $ 
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$ 22. Внутреныя связи. Положимъ, что имфется ка- 
хая угодно система матеральныхь точекъ. Если эта система 
имЪетъ вишня связи (несвободная мыли управляемая систе- 
ма), то предположимъ на время, что эти внЪышёя связи со- 
вершенно упразднены, а вмЪсто этого система сдфлана неиз- 
мЪняемой, т. е. абсолютно твердой (что всегда можно достиг- 
нуть введещемъ иовыхъ связей); такимъ образомъ, наша си- 
стема сдфлается свободной неизм$няемой (если она таковой 
не была и раньше). Сообщимъ теперь нашей систем вра- 
щене съ произвольной угловой скоростью вокругь какой 
угодно мгновенной оси, проходяшей черезъь начало коорди- 
натъ; проекщи сообщенной угловой скорости на оси коорли- 
зать при этомъ обозначимъ черезъ р, 4, "; далфе, получа- 
ющей такое вращене систем сообщимъ еще одновременно 
поступательное движене въ какомъ угодно направлени съ 
произвольной скоростью, проскщи которой на оси коорди- 
ватъ пусть будуть а, 8, т. Тогда, согласно даннымъ кине- 
матики, проекщи на оси коордиватъ зинейной скорости /—ой 
матеральной точки съ координатами д), м, и въ разсмат- 
риваемый моментъ времени будуть: 


(119) 


Такимъ же способомъ опредзлятся скорости и всфхъ осталь- 
ныхь точекъ системы; вс® эти скорости представять одну 
изъ возможныхь совокупностей скоростей системы, а пото- 
му онЪ должны удовлетворять тождественио дифференшаль- 
нымъ уравненыямъ всъхё внутренних связей системы. Под- 
ставляя въ одно изъ этихъ равенствъ (30) значеня проекщй 
скоростей (119) всьхъ матеральныхь точекъ системы, полу- 
чимъ тождество: 


п п п 


я 
ре У ав У вт № С-В Уси-ввно+ 
. : = 


1—1 = #=1 = 
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я ео 
«] кл 
9 Уса — © 39+* У@а- и) 


1 1 


Въ виду совершенной произвольности величинъ а, В, т, д, 
4, г, это тождество распадается на шесть слёдующихь тож- 
дествь: 


4 


И | 
\ 
Ус» - ва) 0 


п 


№ (4в-@м)=0  ›(20) 


=] 


ра; 44) =0 


Подобныя же совокупности тождествь имЫюоть мфсто для 
всякой внутренней связи какой угодно системы матераль- 
ныхъ точекъ 1). 

$ 23. Свободная неизопированная система. Обра- 
шаясь къ уравнешямъ (102), измёнимъ порядокъ суммиро- 
вашя въ членахъ со знаками двойныхъ суммъ. Для перваго, 
напримръ, уравневя получаемъ : 


я р В в 
и м 1% 
У Увль=Уь У 
Р=1 5==1 $=1 
что, на основа и тождествъ, подобныхь первому изъ выра- 
жевй (120), для всякой свободной системы (изолированной 
или неизолированной) даеть : 


я 


р 
У _. 
У Улчы=о (121) 


11 5=1 


— 64 — 


потому что всякая свободная система иметъ только внутрен- 
вы связи. Къ такому же заключение приходимъ относитель- 
но и двухь другнхъ равенствъ (102), и тогда для всякой 
свободной неизолированной системы получаемъ: 


(122) 


(123) 


Равенства эти даютъ, что производная по времени отъ про- 
екщи на какую угодно ось координатъ количества движевя 
всякой свободной неизолированной системы равна сумы 
проекщй на ту же ось всфхь внфшнихъ силъ системы. 


— 65 — 


Равенства (108) телерь дають: 


(129 


Эти уравнешя показываютъ, что центръ массъ всякой сво- 
бодной неизолированной системы движется какъ своболная 
неизолированная матерлальная точка, въ которой сосредото- 
чено все вещество системы, и въ которую перенесены, парал- 
лельно самимъ себф, всБ внЪшны силы системы. 

Обрашаясь къ уравненямъ (109), измёнимъ порялокъ 
суммирован я въ членахъ со знаками двойныхъь суммъ. Для 
перваго, напримЪръ, уравнен!я получаемъ: 


п 


у 
ра У {Са - Вы) 
=1 


"р 

ы У 
У Ул (ея Выз) = 
11 $. 


что, на основани тождествъ, подобныхь второму изъ выра- 
жен!й (120), для всякой свободной системы (изолированной 
или неизолированной) даетъ: 


— Виа) =0 (125) 


"р 
У Уненх 


Кь такому же заключению приходимъ относительно и двухъ 
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другихъ равенствъ (109), и тогда для всякой свободной не- 
изолированной системы получаемъ: 


т п } 


ч 
= Ул — Ув) 


196) 


В 


откуда также имБемъ: 


п п } 


чу я = Уфа) 


те (2: 


Ужа-ла) |079 


п 


в 
у \ 
я У эт (им — мг) У (Ум — Ми) 
1 1=1 


Уравненя эти даютъ, что производная по времени отъ суммы 
моментовъ количеств движеня всякой свободной неизоли- 
рованной системы относительно какой угодно оси координать 
равна суммБ моментовъ относительно той же оси всбхъ 
выышнихь силь системы. 


$ 24. Занонъ живой силы для свободной или несвобод- 
ной неизолированной системы. Въ уравнеши (117) изм$- 
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нимъ порядокъ суммировашя въ членЪ, содержащемъ знакъ 
двойной суммы: 


п 


р 
д 
У Уз, (мн аи Вии -- Сы) = 


я 


$=1 1 


что, на основани уравненй вида (30), для всякой свободной 
или несвободной системы (изолированной или неизолирован- 
ной) даетъ: . 


вр 
У Уи аи-- Вы фи Сы 48) 


СЕТ 1 


(128) 


что показываетъ, что сумма работь всбхъ реакщй связей 
равна нулю, и тогда уравнене (117) принимаетъ видъ: 
п 


я 
ут = Усуи) 9) 


Уравнене (118) теперь даетъ: 


и 


5 
а 
5х ДР соз (В, 431) 45 (130) 
5 


Два послфднихь равенства показываютъ, что приращене жи- 
вой силы всякой свободной или ‘несвободной неизолирован- 
ной системы за какой угодно промежутокъ времени равно 
суммЪ работь всЪхь внфшнихъ силъ системы затотъ же про- 
межутокъ времени. 
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Такимъ образомъ, для всякой свободной или несвобод- 
ной системы въ уравнешяхъ, выражающихъ законъ живой 
силы, совершенно исчезаютъ члены, зависяцие оть реаюшй 
связей. 

Въ уравнешяхь же, выражающихь законы количествъ 
движения, центра массъ и моментовъ количествъ движеня 
для всякой, но только свободной системы также совершенно 
исчезаютъ члены, завнсящя отъ реакшй связей. 

Для другихъ системъ 'въ уравненяхь, выражающихь 
всЪ перечисленные законы, нсчезаютъ всегда только тВ чле- 
ны, которые зависятъ отъ реакщй внутреннихь связей, Если 
реакщи внфшнихъ связей относить къ числу вифллиихъ силъ, 
то всф вышеприведенные законы можно выражать для ка- 
кой угодно системы матералрныхъ точекъ при помощи урав- 
нен!й, содержащихь выражен!я только вн-шнихъ силъ. ВнЪш- 
я же реакщи очень часто могутъ быть опредфлены а риоп, 
до рёшеня уравнен движеня. 

$ 25. Свободная изолированная система. Свободная 
изолированная система не приходить въ соприкосновене ни 
съ какимъ веществомъ, къ этой системь не относящимся; 
посему система эта совершенно не имфетъ внёшнихъ связей 
и внфшнихь силъ. Посему теоремы движешя для этой си- 
стемы получаютъ замфчательное по своей простот выра- 
жене. 


Уравненя (123) теперь даютъ: 


п 
У 
д 5 


У ЧЕ У! == ©, == с0и$ё. (131) 


== 60154. 


— 60 — 


Полученныя уравненя показываютъ, что количество движе- 
ня всякой свободной изолированной системы не измЪняется 
ин по величин, ни по направленно. 

Положеше это носитъ назваше закона сохраненя коли- 
чества движения. Уравненя (131) безъ труда лаютъ и вторые 
интегралы. 


Изъ уравненй (124) теперь находимъ: 


ди 0; до’=0; ви =0 (132) 
Отсюда слёдуеть, что центръ массъ всякой свободной изо- 
лированной снстемы движется безъ ускорешя, т. е. прямо- 
лннейно и равномфрно, какъ бы по инерцщи, еслибъ онъ 
быль свободной изолированной матер!альной точкой. По этой 
причин центръ массъ называется также ценуиромв инерции, 
Полученное предложен{е называется’ закономь сохранешя 
центра инерци. 
Уравнения (127) теперь принимаютъ видъ: 


п ] 
хх 

Ут: (835 — УИ 8) == 6, = 6015. 
1 


== 6, = 20151. (133) 


в 


У эт (ур — м) = 


= 


= 60151. 


} 


Полученныя уравненя показываютъ, что сумма моментовъ 
количествь движеня всфхъь матеральныхь точекъ всякой 
свободной изолированной системы относительно какой угод- 
но оси коордивать есть постояннная величина. 

Положеше это нозывается закономъ сохранешя момен- 
товъ количеств движешя. 

Въ нёкоторыхъ частныхъ случаяхъ и для другихъ системъ 
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только что разсмотрЬнныя тсоремы движения получаютъ та- 
кой же простой видъ. 

$ 26. Законъ живой силы для свободной или несво- 
бодной изолированной системы. Уравненя {129) и (130) 
для разсматриваемыхъ случаевъ даютъ; 


== 60151. (134) 


и 
1% 

Т ЗУ ив? = 
1 


Полученное уравнеже даетъ, что живая сила всякой свобод- 
ной или несвободной изолированной системы есть постоянная 
величина. 


Это положеше называется закономъ или приициломъ 
сохраненя энери или живой силы. Положеще это является 
важнфйшимь выводомъ механики. 

Въ нфкоторыхъ частныхъ случаяхъ и для другихъ сис- 
темъ можеть получаться сохранеше величины живой силы 
системы. 


Глава У. 
УНивые организмы, 


$ 27. Нажущееся противорф4е. Внутреннее самонаб- 
люлене убфждасть насъ въ сознательной свободЪ выбора 
нашихъ поступковъ и дЪйств, что съ механической стороны 
должно сказываться въ свободё выбора различныхъ возмож- 
выхъ для иась движенй, Такъ какъ число возможных дви- 
жешй для нашего тфла весьма велико, даже безконечно, то 
отсюда слфдуетъ, что указанная свобода выбора чрезвычайно 
широка. Здёсь мы ограничены только невозможными для 
насъ съ механической или физической стороны движенями, 
Разсматриваемая свобода съ внутренней, психологической сто- 
роны называется свободной воли. Сравнительные опыты и 
наблюденя убЪждаютъ насъ въ присутствии этой свободы и 
У другихъ людей, ну животныхъ. Растешя на первый взглядъ 
совершенно не проявляютъ свободы воли, являясь, подобно 
неодущевленнымь предметамъ, существами совершенно лас- 
сивными, причемъ здфсь особенно поражаегь отсутстве у 
растенй способности къ передвиженю по земной поверхности. 
Однако, полное отрицаше у такихъ сравнительно высоко ор- 
ганизованныхь сушествъ, какими часто являются растенйя, 
свободы воли кажется мало понятнымъ, такъ какъ тогда 
исчезаеть одно изъ главныхъ въ нашемъ понимаши отли 
живого отъ неживого. И дЪйствительно, у нФкоторыхъ рас- 
тен наблюдаются явлешя, которыя могуть быть прияяты 
какъ результаты нёкоторыхъ сознательныхъ волевыхъ импуль- 
совъ. Сюда ‘относится, напримфръ, поворачиване головки или 
чашки цвётовъ нФкоторыхъ растейй всяЪдъ за солнцемъ; 
раскрыване и закрываше цвФтовъ и почекъ при измвнени 
температуры; складываше листьевь н5которыми мимозами 
при наступлеши ночи (хотя температура достаточно высока); 
чувствительность н-которыхъ мимозь къ внЪшнимъ дЬйст- 
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эямъ, сопровождающаяся также складызашемь листьевъ; 
цфлый рядъ дЪйствЙ насфкомоядныхь растейй и пр. Трудно 
во всхь этихъ случаяхъ предполагать только пассивную, 
чисто рефлекторную дФятельность растенй. Язвленя эти объ- 
ясняются проше при предположении у растенй сознательной 
свободы волн, причемъ, понятно, область, на которую рас- 
пространяется эта свобода, весьма ограничена н заключаеть 
только ближайция утилитарныя цфли. 

Но на всЪ вышеуказанныя явхежя можно посмотрть 
и съ другой стороны. Человфкъ, животныя и растешя пред- 
ставляютъ извфстныя системы вещества, находяцияся въ нф- 
которыхь вполнЪ опредфленныхь условяхъ. Посему, разсмат- 
ривая указанныя явленя съ механической стороны, надо 
принять, что этн системы могуть имфть всегда только одно 
вполнЪ опредфленное движенше, какъ нм системы кеживыя. 
Понятно, что тогда о свободф выбора, о свободЪ воли не 
можеть быть и рфчи. Такой взглядъ на природу живыхъ су. 
шествъ, которыя разсматриваются просто какъ только очень 
сложныя образовашя, присушь возрьшямъ матералистиче- 
скимъ, причемъ предполагается, что наше внутреннес чувство 
свободы воли есть просто самообманъ. По вышеуказаннымьъ 
причинамъ съ такимъ возрёшемъ нельзя согласиться, а посему 
необходимо разъяснить получаюшееся противорфче. Попытка 
такого разъяснешя съ механической стороны приводится въ 
дальнфйшемъ. 

$ 28. Волевыя связи. Въ конечныя уравнешя кинема- 
тическихь связей и въ коэффишенты связей дифференщаль- 
ныхъ помимо коордиватъь матер!альныхь точекъ системы и 
времени для вифшнихъ связей управляемыхьъ системъ могутъ 
входить еще изкоторые параметры. Параметры эти до сихъ поръ 
предполагались постоянными величинами. Для веживыхъ си- 
стемъ и въ дальнёйшемъ будемъ считать эти параметры 
величинами постоянными. Но относительно живыхъ организ- 
мовъ будемъ предполагать, что они могутъ по своему добро- 
вольному выбору измёнять н8которые параметры ‘нфкоторыхъ 
своихь внутреннихъ связей. Такимъ образомъ, въ механику 
живыхъ организмовъ вводится слЪдующая гинотеёза: 

Гипотеза. ЛАмвые организмы могуть-то своему доброволу- 
ному выбору изацьнять нюкоторые параметры тькоторыль 
свонхв внутренииха кинематических связей. 
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Таке параметры и так!я связи будемъ называть волевым. 
Кром волевыхъ связей живые организмы, очевидно, имъютъ 
и обыкновенныя связи, съ постоянными параметрами, и на- 
конець, волевыя связи, кромЪф волевыхъ параметровъ, могутъ 
нмЪть и обыкновенные, постоянные параметры. Понятно, что 
живые организмы, какь и прочйя матергальныя системы, при- 
дется въ дальнЪЙшемь разсматривать какъ соотвЪтственныя 
системы матеральныхъ точекъ. Итакъ, предположимь. что 
нЪкоторая волевая связь какого-либо живого организма за- 
виситъ отъ 1 волевыхъ параметровъ: 


ааа. р. Ч (135) 
Въ общемъ и конечномъ видЪ уравнен{е такой связи будетъ: 


Е. мужа а, , а, 


6 (136) 


Проявлене живымъ организмомъ волевого импульса должно 
сопровождаться измьнешемъ волевыхъ параметровъ. Поло- 
жимъ, что при этомъ за элементь времени &! измзнейя во- 
левыхъ параметровъ разсматриваемой связи будутъ: 


Ча, ‚ а... 4... ав {137) 
отношенйя : 
а 4, о. За 
О ак оо (38) 


назовемъ слоростями нзаньиешя волевыхь параметровь и бу- 
демъ ихъ обозначать черезъ : 


. аи (139) 


Числовыя величины этихъ скоростей, взятыя для дЪйству- 
ющихъ волевыхъ связей, могутъ быть разсматриваемы какъ 
механическя мфры волевого импульса живого организма, а 
вменно, ч6мъ числовыя величины ‘этихъ скоростей больше, 
тВымъ больше и соотвётственный волевой импульсъ и наобо- 
ротъ. Возьмемъ ‘теперь полную производную по времени отъ 
обЪихь частей уравненя волевой связи (136), въ предполо- 
жени, что въ разсматриваемый моментъ времени измбняются 


— м — 
и волевые параметры этой связи подъ дЪйстыемъ волевого 
импульса даннаго живого организма: 


А 
9 ‚М 
9. = 


9, и 
- бур Ноя = д; =0 (140) 


=1 

Частныя производныя по координатамъ и волевымъ парамет- 
рамъ вт, этомъ уравнени представляють нёкоторыя функщи 
отъ этихъ координать и параметровъ. Уравнеше волевой 
связи можетъ быть взято не въ конечной форм (136), а въ 
дифференшальной, отличающейся оть формы (140) тЬмъ, 
что лЬвая часть такого уравненя не представляегь полной 
производной по времени, какъ это имфеть мфсто для урав- 
нешя (140). Видъ такого дифференщальнаго уравнешя для 
зелевой связи будетъ: 


в Л 
Уи Ви + 620+ Ува 0 9) 


у 
Коэффишенты ...4;, В+, СЕ... НН... Нур... Я 
суть нёкоторыя функщи координатъ матер!альныхъ точекъ 
системы и волевыхъ параметровъ разсматриваемой связи, 
Если обозначимь производныя фуикщи Ё по координатамъ 
и волевымъ параметрамъ въ уравневи (140) соотвЪтственно 
черезъ... 4, В;, С:...В;..., то уравнены всвхъ во- 
левыхъ связей можемъ выражать въ дифференщальной фор- 
м (141). 

Какъ показываетъ уже уравнеше (141), живые организ- 
мы, измфняя волевые параметры своихъ волевыхъ связей, мо- 
гутъ вщять на свое движене. Однако принцииъ свободы во- 
ли предполагаеть возможнымъ и стремлеше живого организ- 
ма совершенно не влЁять на свое пассивное движене, тогда 
волевые параметры остаются постоянными, и всь скорости 
ихз измёненя будуть равны яулю; 


а’ = ба =0...а/=0.... а 


{142) 


Таке примфры можно наблюдать въ дфятельности челов$ка: 


— 75 — 


если данное состояве или пассивное движеше ему прытны 
или желательны, то онъ часто не пытается ихъ измфнить; но 
могуть быть и друге случаи, когда подчинеше человзка его 
пассивному движенно или состоянио для него весьма непр!- 
ятно или болЪзненно, и тфмъ не мене челол®кЪ вполн$ с03- 
вательно не измфняеть этого движеня или состояшя (хотя 
это измфнене ему и вполнЪ доступно), исходя Изъ какихъ- 
либо другихъ соображенй или намфревй. Въ жизни живот- 
ныхь таке случам также встрЬчаются. Въ жизни растенй 
встрЬчаются, очевидно, только случаи перваго рода, а слу- 
чаи второго рода только мыслимы. Всв эти соображеня н 
примёры указываютъ на то, что одновременная совокупность 
всЪхъ равенствъ (142) вполнф возможна для любого момен- 
та времени. Вообще же скорости измфненя волевыхъ пара- 
метровъ а/, а’... а;’... могутъ измфняться н скачками, 
съ разрывомъ непрерывности, соотвфтственно такимъ же из- 
мЪнешямъ волевыхъ импульсовъ, но онф должны быть ко- 
нечны (какъ и соотвфтственные волевые импульсы), а потому 
величины самихъ волевыхъ параметровъ а, а... 4... 
должны измфняться непрерывно. Если теперь обратимся къ 
уравненно (141), то замфтимъ, что въ каждый данный мо- 
ментъ времени скорости матеральныхь точекъ живого орга- 
низма не зависять оть скоростей измфневя волевыхъ пара- 
метровъ а’, а,’.... въ этотъ моменть, потому что въ про. 
тивномъ случаф, при измфнени скачками скоростей а, а.' 

., И скорости самихъ матеральныхь точекъ должны 
были бы измфняться скачками, т. е. въ живомъ организм5 
при проявлеШи волевыхъ импульсовъ происходили бы удары, 
чего на самомъ дл не замфчается. Отсюда слфдуетъ, что 
въ ‘каждый данный моментъ времени первая сумма въ урав- 
нени (141) совершенно не зависить отъ скоростей измбнеНя 
водевыхъ параметров а", а/.... въ этотъ моментъ, а такъ 
какъ для любого момента времени всВ эти скорости могутъ 
обратиться въ нуль, то отсюда слЪфдуетъ, что постоянно 
должно быть: 


я 


% 
У [“ жи ВС: и] =0 (143) 
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Сравнеше уравненй (141) и (143) показываетъ, что все время 
также должно быть: 


й 
У ы [о] 
2 а = (143) 
= 
Итакъ, приходимъ къ выводу, что волевая связь живого орга- 
низма налагаеть на скоростн его матеральныхъ точекъ такое 
же ограничен{е (143), какое налагаетъ и обыкновенная знутрен- 
няя связь на скорости матерйальныхь точекъ обыкновенной сис- 
темы. Разница будеть только будетъ та, что въ коэффиц:- 
ентахь... %, В;, С; ... для обыкновенной связи пара- 
метры будуть постоянными величинами, а для связи волевой— 
перемёнными. Уравнеше же (144) налагаетъ извфстное огра- 
ничене на скорости измфненя волевыхь параметровъ раз- 
сматриваемой связи. 
Возьмемъ теперь оть обфихъ частей уравнения (143) пол- 
ную производную по времени; тогда получимъ: 
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У ( дк Вер 


# п 

2 \[94 
+ м «У (5 0 (145) 
1=1 #1 


ТДЬ члень Е представляеть извЪстное уже выражене (37). 
Относительно вляня скоростей измЪнеиы волевыхъ пара- 
метровъ а’ а’.... на ускореня матеральвыхь точекъ 
живого организма сдфлаемъ предположене въ отрицатель- 
номъ смыслЬ, и вообще введемъ слфдующую вспомогатель- 
ную гипотезу: 

Вспомозаинельиая гипотеза. Ускоремя  матеральныхь 
точекъ живого организма въ каждый данный моменть вре- 
мени совершенно не зависятъ отъ скоростей измёневя воле- 
выхъ параметровъ въ этоть момент, а отъ этихъ послфд- 
нихъ скоростей явно зависять только ускоревя второго и 
высшихъ порядковъ. 
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Изъ этой гипотезы слфдуеть, что въ каждый данный 
моментъ времени первая сумма въ уравнени (145) совер- 
шеино не зависить отъ скоростей измфневя волевыхъ пара- 
метровъ а, а, .... ВЪ этотъ моменть, а такъ какъ для 
любого момента времени всЪ эти скорости могутъ обра- 
титься въ нуль, то отсюда слфдуетъ, что постоянно дол- 
жно быть: 


И 


У (ах ВР 


=1 


Св РЕЗО (146) 


Сравнеше уравнешй (145) и (146) показываетъ, что вторая 
сумма въ уравневи (145) также постоянно должна быть рав- 
на нулю: 


+ 9 =) —=0 (147) 


Итакъ, на освовани принятой гипотезы опять приходимъ къ 
выводу, что волевая связь живого организма налагаетъ на 
ускореныя его матеральныхь точекь такое же ограничеше 
{146), какое налагаеть и обыкновенная связь на ускореня 
матертальныхь точекъ обыкновенной системы. Разница будетъ 
только та, что въ коэффищентахь... 4, В, С+,...Е 
для обыкновенной связи параметры булутъ постоянными ве- 
личинами, а для связи волевой перемфниыми. Уравнене же 
{147) налагаетъ извъстное ограничеше на скорости измфнешя 
волевыхъ параметровъ разсматриваемой волевой связи. 

Возьмемъ теперь полную производную по времени отъ 
обфихъ частей уравнения (146); тогда получаемъ: 


п 


Уча врач 


=0 (148) 
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причемъ члекъ С зависить отъ проскцй ускорейй и ско- 
ростей, н коордипатъ матеральныхъ точекъ, и отъ волевыхъ 
параметровъ, но не зависить ‘отъ скоростей измВнешя по- 
слёднихъ. Только что полученное уравнен!е даетъ зависимость 
ускоренй второго порядка для матемальныхь точекъ живого 
организма отъ скоростей измънешя волевыхъ параметровъ 
а’, а!/.... разсматриваемой водевой связи. Дальнфйпия 
дифференцировашя уравыен!я (148) дадутъ только зависимости 
ускоревйй высшихъ порядковъ для матеральныхь точекъ жи- 
вого организма отъ скоростей измёненя волевыхъ парамет- 
ровъ а ....и ихъ производныхь перваго и высшихъ 
порядковъ. 

Два уравненя (144) и {147} даютъ зависимость между 
скоростями измёнешя волевыхь параметров а', а/.... 
разсматриваемой волевой связи. Еслибъ этихъ параметровъ 
было всего два (1==2), то указанныя уравнешя дали бы: 


такъ что: 


соп5- 


что исключало бы всякую свободу воли живого организма. 
Къ такому же выводу придемъ, понятно, и въ томъ случаЪ, 
еслибъ предполагалось, что волевая связь можетъ содержать 
только одинъ волевой параметръ. Отсюда заключаемъ, что 
для всякой волевой связи числа волевыхъ параметровъ должно 
быть не менфе трехъ: 


#23 (149) 


ибо только тогда живой организмъ можеть по своему жела- 
ню измфнять эти параметры въ ту или другую сторону, при- 
чем», понятно, должны быть соединены условя {144} и (147). 
Дифференцироваще этихъ двухъ послёднихъ равенствъ дастъ 
уравнешя, которыя даютъ зависимости между производными 
второго и высшихъ порялковъ отъ волевыхъ параметровъ 
разсматриваемой связи !5). 


$ 29. Принципъ наименьшаго отнлоненя для живыхъ 
организмовъ. Посл всего сказаннаго ясно, что примнене 
принципа наименымаго отклоненя къ живымъ организмамъ 


— 79 — 


не встрёчаетъ никакого затрудненя, и привцитально ничфмъ 
не отличается отъ такого же примфненя этого основного на- 
чала къ обыкновеннымъ матеральнымъ системамъ. Задача 
состоитъ въ сл6дующемъ; ускорешя матеральныхь точекъ 
даннаго изолированнаго живого организма подчинены р урав- 
нешямь связей (38), въ чисяБ которыхъ имЪется нфкоторое 
число уравнешй связей волевыхъ съ перемнными волевыми 
параметрами; требуется подыскать для ускоремй звсфхъ ма- 
тершльныхь точекъ ризсматриваемаго живого организма та- 
«я значеня, съ принямемъ которыхъ главная мБра отклоне- 
вя этого организма 


а и 
м 
= У ры У ие (му 
1=1 


+=") — (50) 


оказалась бы начменышей возможной въ каждый моменть 
времени. Очевидно, что при рёшеши поставленной задачи 
для каждаго даннаго момента времени варьирують только 
проекши ускорен!й, а проекши скоростей и координаты матер!- 
альныхь точекъ разсматриваемаго организма, и волевые па- 
раметры его волевыхъ связей въ каждый указанный моментъ 
не варьирують, и ихъ для этого момента надо считать пос- 
тоянными. Слёдовательно, рышен!е задачи будетъ такое же, 
что и для обыкновенныхь матеральныхь системъ съ постоян- 
ными параметрами въ уравнешяхъ ихъ связей. При этомъ, 
для упрощеня получаемыхъ уравневйЙ движеня, умножаемъ 
выражеше (150) на 


и примфняемъ обычный способъ неопредзленныхь множите- 
лей, ^... №. Въ результатв получаемъ для всякаго 
изолированнаго живого организма уравненя движеня въ 
формв (80). Если же живой организмъ представляеть неизо- 
лированную систему, то, выражая дЬйстые окружающаго ве. 
шества на него при помощи внёшнихъ силъ, получимъ урав- 
неня движеня этого организма въ формё (91) или (92}. 
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$ 30. Свобода воли. Изъ всего сказаннаго видно, что 
форма урзвнешйй движеня живого организма такая же, какъ 
и для обыкновенныхъ матеральныхь системъ; огромная же 
разница будетъ состоять въ томъ, что параметры связей, 
входяше въ коэффищенты ... Чи, Вы ‚ Сы...» а так- 
же... Е, ... (уравнены 38), для обыкновенныхь матер!- 
альныхъ системъ будутъ величинами постоянными, а для жи- 
выхъ организмовъ соотвзтственные волевые параметры бу- 
дутъ величинами перемБнными, измБняющимися сообразно 
желанямъ этихъ организмовъ. При соотвфтственныхь изм“ 
нешяхъ коэзффищентовь -:. Мн, Вы, Си..., а также 
. В... могутъ получаться для живыхь организмов 
совершенно разныя движеня, въ чемь и скажется, съ меха- 
нической точки зрёшя, свобода воли этихъ организмовъ 1"). 
Еслибъ живой организмъ, начиная съ нЪкотораго на- 
чальнаго момекта времени, не измнялъ своихь волевыхъ 
параметровъ, то онЪ получилъь бы иЪфкоторое пассивное двя- 
жене, какъ и обыкновенная матер!альная система. Если же 
этотъ организмъ иачнетъ, начиная съ вышеуказаннаго началь- 
наго момента времени, измфнять свои волевые параметры, 
то его активное движене и его положене могуть все боле 
и болфе разниться сть вышеуказанныхь пассивныхъ, такъ 
что по истечении конечиаго промежутка времени и разница 
эта можеть сдфлаться конечной, потому что и волевые па- 
раметры могутъь быть измфнены на конечныя величины. Ко- 
нечный промежутокъ времени, необходимый на тая изм$- 
неня движешя и положеня, практически можетъ быть и 
очень малъ. Необходимо замфтить, что живой организмъ мо- 
жеть измфнять, по своему желанио, но только непрерывнымъ 
образомъ не только скорости, но и ускореШя своихъ мате- 
р!альныхь точекъ, и только ускореня второго и высшихъ 
порядковъ этихъ точекъ онъ можетъ мФнять скачками, сразу 
на конечныя величины, т. в. прерывнымъ образомъ, съ раз- 
рывомъ непрерывности, какъ это все видно изъ уравнешй 
движеня и ураввешя (148}. Измъняя ускорешя второго по- 
рядка своихъ матеральныхь точекь (прерывнымъ нлн не- 
прерывнымь образомъ), живой организмъ вм$стЪ съ тфмъ 
активно измбняетъ (непрерывнымъ образомъ) и реакщи сво- 
ихъ внутреннихь связей, т. е. свои внутреншы силы, чмъ мо- 
жетъ вызвать изм5неня внёшнихъ реакщй или внинихь силъ 
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Изъ всего изложеннаго слЪдуетъ, что живые организмы 
подчиняются каждый моментъ времени, т. е. въ результатЬ 
и непрерывно, основному принципу наименьшаго отклонен, 
причемъ это подчинене нисколько не противорфчить всёмъ 
механическимъ проявленямъ ихъ свободной воли, т. е. всЪмъ 
ихъ активнымъ движешямъ и перемфщешямь 1). 


$ 31. Теоремы движеня для жмивыхъ организмовъ. 
Волевыя связи живого организма Всегда представляютъ его 
внутреншя связи, а потому для всякой такой связи въ каж- 
дый моментъ времени, а потому и постоянно, имфютъ мЬсто 
всБ шесть тождествъ (120). СлБдовательно, для всякаго жи- 
вого организма въ подлежащихь случаяхъь справедливы всВ 
теоремы движеня, приведенныя въ четвертой глав настоя- 
шаго очерка. 


Разсмотримъ сначала простйиий случай, когда живой 
организмъ представляеть свободную изолированную систему. 
Въ дьйствительности такой случай невозможенъ, и къ нему 
можно только болфе или менфе приблизиться. На основани 
вышесказаннаго, для всякаго свободнаго изолированнаго жи- 
вого организма имфютъ мЪсто всБ уравненйя (131—134), вы- 
ражающия законы сохранешя количества движешя, центра 
инерши, моментовъ количествъ движеня и энерИи. Поэтому, 
какя активныя движеня не двлалъь бы свободный изолиро- 
ванный живой организмъ, всетаки количество движеня его 
останется постояннымт, по пеличин6 и направлению, центръ 
массъ его будетъь двигаться прямолинейно и равном%рно, 
сумма моментовъ количествъ движешя его останется посто. 
явной относительно лзобой оси, и живая сила его не изм$- 
нится. ПослЪщнее заключене справедливо и для несвободна- 
то изолированнаго живого организма. Опыты и наблюдения, 
производимые въ выщеуказанныхь приблизительныхь усло- 
вяхъ, вполнв подтверждають приведенныя заключен 15). 


Относя реакщи вифшнихъ связей къ числу выфшнихъ 
силъ, каждый живой организмъ можно считать свободной 
неизолированной системой, и тогда для него будуть имъть 
мЪсто уравненя (122—130). Въ уравнейя эти совсфмъ ве 
входять выражешя внутреннихь реакшй, а потому и реакщй 
волевыхъ связей. Но это не значить, что разсматриваемый 
организмъ находится только во власти внышнихъ силъ (чему 
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противорфчатъ и уравнешя движения 90 и 92). Во власти жи- 
вого организма имЪется очень дЬйствительное средство для 
полученя желательныхъ ему движенй: для этого организм 
перем щаеть свои отдфльныя части такъ, чтобы на нихь 
могли дйствовать желательныя для него въ каждомь дан- 
номъ случа внфшия силы, какъ наприм8ръ, снлы трешя, 
давлешя опоръ и т. д. Подвергая себя дЪйствйо различныхъ 
внЪшнихъ силъ, что достигается свободно выбранными пе- 
ремъщешями свояхъ отдёльныхъ частей, живой организмъ 
можетъ получить очень широкое поле для своихъ весьма 
разнообразныхъ свободно избранныхь перемёщенй 3). 


Примъчания. 


Примфчане 1. Можно было бы ввести поняте о коли- 
чествф вещества при помощи какихъ-либо другихь опрелфле- 
в1й, отличающихся оть принятыхъ злЪфсь; такъ напримЪръ, 
въ число такихъ опредЪленй можно было бы принять, что 
количество сплошного однороднаго вещества пропоршональ- 
но квадрату его объема : 


р=о9* 
Понятно, что тогда количество вещества системы не могло 
бы равняться сумм количествъ вещества всЪхь ея частей. 
ПримБчане 2. Прилагаемыя опредьлейя можно было 
бы изложить нфсколько иначе, Для этого сначала введемъ 
понят!е о сопровождающихъ функщыхъ 8 неотъ одной, а отъ 
двухъ или больше независимыхъ перемфнныхЪ; тогда выше. 
указанное второе опредфлеше можно выразить такъ: мфра 
огклонешя системы, движущейся поступательно, равна сопро- 
вождающей функщи отъ количества вещества ея и ея уско- 
реня: у 


В =0 (р, и) (151) 


Третье опредфлеше должно остаться безъ перемёны. Для то- 
го, чтобы имфть нфкоторыя указав я относительно вида функ- 
щи 9, примЪънимъ третье опредфлене къ какой либо систе- 
мЪ вещества, движущейся поступательно. РаздЪлимъ эту си- 
стему совершенно произвольно на двф каюя-либо части, ко- 
личества вещества которыхъ пусть будуть в и в. Если ко- 
личество вещества всей системы есть в, то имфемъ: 


-ь=в (152) 


Мфра отклонешя первой части будеть 6 (в,, я) ‚ а второй 
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9 (1, ‚ и) ‚амфра отклонешя всей системы (№, ) = 0 (в, -|чь, , в). 
Теперь третье опредёлене даетъ: 


Фи, и) 9, м) = вы, 8) (153) 


Возьмемъ оть обфихъ частей этого равенства частныя про- 
изводныя, сначала по в, а потомъ по \»,; тогда имземъ : 


бы, ды Е, м) ды №) 


9 Зы ты др, 


я 


то: 


90 (в, м) 
и (154) 


Вь виду полной произвольности двухъ величинь изъ трехь 
у ш, в, заключаемъ, что величина частной производной: 


_(е, 


ый (155) 


совершенно не зависить отъ перемфнной ‹», а представляеть 
функцю одного только ускоревя и: 


7 - 05 


откуда черезъ интегрирован!е получаемъ : 
о, мел) 8 (157) 


ТАБ 9) представляеть н®которую совершенно произволь- 
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ную функшю отъ ускорешя и; для опредблешя этой функ- 
Щи положимъ въ послфднемь равдиств „ =0. Такъ какъ 
есть сопровождающая функця, то должно быть: 


90, и) =0 (158) 
а потому: 
3) =0 (159) 


СлЪдовател ьно, окончательно находимъ 
Вы, дру) (160) 


откуда видно, что /(#) должна представлять сопровождаю- 
щую функцйо отъ одного только перемфннаго и. 

Такимъ образомъ, приведенная сдЪсь система опредЪ- 
лешй приводить къ тёмъ же результатамъ, что и система 
опредфлешй параграфа второго. Однако, при изложени ди- 
намики было оказано предпочтеще систем опредфленй вто- 
рого параграфа по слВдующей причинЪ. Опредфленя никогда 
не должны противорёчить другь другу. Между тЪмъ для 
группы опредфленй настоящаго примЪфчашя нельзя сразу 
убЪлиться въ отсутстыи указаннаго противорфчя, и къ этому 
убЪжденио приходимъ только посл длинной цфци разсуж- 
дешй, приведенных зд8сь. Сл5довательно, принятйю системы 
опредвлешй настоящаго примЪчашя препятствуеть отсутстые 
наглядности и легкой сравнимости ихь между собою. 

Примёчане 3. Мфры отклонешя во всемъ настояшемъ 
изложеши являются поняЧями только скалярными, но не 
векторальными. 

Прим5чане 4. Основная гипотеза пресяфдуетъ даЪ за- 
дачи: первая—обосновать поняте массы; вторая—дать начало 
наименьшаго отклоненя, которое затёмъ будетъь положено 
въ основу изложешя всей динамики. Понятно, что если со- 
всьмъ отказаться отъ первой задачи, т. е. совершенно не 
пытаться обосновать поняме массы, а прямо считать массу 
количествомъ вещества системы (причемъ опредфлене этого 
понят также не установлено), то основную гипотезу можно 
привести тогда только въ ея второй части, представляющей 
измфненное начало нанменьшаго отклонеШя Гаусса: 
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Основная гипотеза. Возможно подыскать такой видъ 
сопровождающей функщи, съ принятемъ котораго окажется, 
что для всякой изолированной системы общая мфра ея от- 
клоненя будетъ наименьшей возможной въ каждый моментъ 
времени. 

Хотя основная гипотеза въ ея полномъ видф состоить 
изъ двухъ частей, но он органически соединяются въ одно 
ифлое, и каждая часть, взятая отдЪльно, не можеть привести 
соотвфтственно къ тВмъ результатамъ, которые преслдуются 
въ настоящемъ изложети. Такъ напримЪръ, одному только 
принципу сохранешя вещества можетъ удовлетворять не одна 
только система характеристическихъ коэффищентовъ въ видь 
системы обычныхъ плотностей, но и безчисленное множество 
другихъ произвольныхъ системъ: для этого всфмЪъ однород- 
нымъ веществамъ системы въ данный моментъ времени мож- 
но приписать совершенно произвольные характеристическе 
коэффищенты, и потомъ опредфлять характеристическе ко- 
эффишенты вновь образующихся веществъ по правилу см$- 
шеня. Очевидно, что не смотря на первоначальную полную 
произвольность выбора характеристическихъ коэффишентовъ, 
для данной системы получимъ сохранене общаго количества. 
ДалЪфе, если во второй части гипотезы количества вещестяь 
опредфленныхъ частей системы не считать постоянными вели- 
чинами, то нельзя прйти къ началу наименьшаго отклонен я. 
Олнимъ словомъ, только 06% части гипотезы вмёстЪ, при 
условяхъ настоящаго изложешя, представляютъ одно орга- 
ническое цфлое, ведущее къ опредзленнымъ результатамъ. 

Примфчане 5. Для одной изолированной матеральной 
точки принцилъ наименьшаго отклоненйя даетъ: 


т (м) = тт. ; $ (и) = тт (161) 


откуда, принимая во внимав!е свойства сопровождающихь 
функщй, одной изъ которыхъ будеть функШя отклоненяф, 
получаемъ : у 


и = ний. (162) 


Но ускореше точки такъ выражается черезъ проекщи его на 
касательную и нормаль къ траектори точки въ каждый 
моментъ времени: 


и] 


тдВ р представляеть ращусъ кривизны ‘граектор1и матераль- 
ной точки для каждаго ея соотвфтственнаго положешя, аи 
есть скорость ея въ соотвЪтственный моментъ времени. Уско- 
реше м получить въ каждый данный моменть нанменьшее 
значен!е тогда, когда проекщи его: 


+5) (168) 


& 27 


окажутся, каждая въ отдвльности, наименьшими. Наименьшее 
возможное значене первой проекщи для свободной ыли несво- 
бодной изолированной матер!альной точки есть нуль: 


= = (164) 
откуда (для только что указанныхъ точекъ): 
1 = СОИЗ& (165) 
Вторая проекц!я будетъ наименьшей тогда, когда 
= тах. (165) 


т. е. кривизна траектор!и с въ каждый моментъ времени ока- 
жется наименьшей возможной : 


= > = пыт, (167) 


откуда получаемъ слфдующее положене: всякая свободная 
нлн несвободная изолированная матер!альная точка движется 
равном$рно и по прямфйшему пути. Для свободной изоли- 
рованной матеральной точки путь этотъ, понятно, будеть 
прямой лищей, и тогда приходимъ къ закону инерши для 
одной матер!альной точки. Что же касается управляемой изо- 
лированной матеральной точки, то можно указать только, 
на основани выражен (166) или (167), что всякая такая 
точка движется по возможно прямзйшему пути. 
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Примфчане 6. Еслибъ въ уравнене (27) или въ коэф- 
фишенты уравненя (30) для свободной или несвободной изо- 
лированной системы явно входило ‘время, то получилось бы 
противорзще закону сохранешя энерми, какъ это видно изъ 
равенства (134). 

Примфчан 7. Связь, содержащая явно время, обыкно- 
венно приводитъ къ нарушеню закона сохраненя энерми, а 
именно, такое нарушенще обыкновенно получается, не смотря 
на то, что примемъ во вниман!е кажущуюся живую силу не 
только управляемой, но и управляющей системы, что слфду- 
етъ изъ приближенности метода, указанчаго въ параграф® 
третьемъ. Но именно для получешя боле простыхъ, хотя н 
приблизительныхь рЬшенй, и допускаются вышеуказанныя 
связи. 

Примфчане 8. Вмфсто указанной въ только что приве- 
денномъ выводф вспомогательной гипотезы можно ввести ка- 
кую-либо другую вспомогательную гипотезу болфе широкаго 
значеня. За такую гипотезу можно припять, напримфръ, по- 
ложене о движеши центра массъ свободной изолированной 
системы. Ходъ разсуждев!й можеть быть слёдующий. Поняте 
о центр$ массъ вводится при помощи формулъ (104) и (105), 
изъ которыхъ вытекают выраженя (106) и (107); посяЪ это- 
го, на основаши наводящихь опытныхъ данныхъ %), прихо- 
днмъ къ вспомогательной гипотез%, заключающейся въ томъ, 
что центръ массъ всякой свободной изолированной системы 
движется прямолинейно и равном рно: 


соп5& | 
= созт, (168) 
1 


со. 


0; 0 (169) 


=) Прекварительно возможны разоужденя только объ однородныхь 
массах. 
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и тогда равенства (107) даютъ: 


(170) 


ДалЪе, для внутреннихъ связей выводимъ системы шести 
тождествъ (120) параграфа 22-го (замЪтимъ, что свободная 
изолированная система иметь однф только внутреныя свя- 
зи). Складываемъ теперь почленно всё уравненшя (42), отно- 
сяшцяся къ оси Л: 


а п р 
хи" 9 экв Уьль 
1 


Измвнимъ здёсь порядокъ суммированя во второй части: 


в р р и 
У У ы-Уь У 


2—1 5=1 5—1 #=1 


что, на основанш тождествъ, полобныхъ первому изъ выра- 
женй (120), для свободной изолированной системы даетъ: 


в р 
У Уно 
==1 
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Кь такому же заключено приходимъ относительно н двухъ 


другихъ осей коордннатъ, а потому для свободной изолиро- 
ванной системы имЪемъ: 


(171) 


Для свободной изолированной системы двухъ матеральныхъ 
точекъ уравнены (171) и (370) дають: 


ан = — нь у. 
"— 

эт, у = — пьу," 

ЗИ в" = - т, 5 


Соотв®тственныя дфленя даютъ! 


и (м) 


9). 0) 


2 
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Посяфдняя групиа трехъ. уравнемй даетъ: 


ее и) = а ба уз и) 


или 
а == ть м, (173) 


Отсюда слфдуетъ, что, въ виду полной произвольности массъ 
т ‚т, ‚ и ускорешйя и, и м, въ равенствЪ (172) совершенно 
произвольны. СлЪдовательно, равенство (172} иметь тоть 
же смыслъ, что и равенство (65), а потому и приведеть къ 
виду функщи отклонения (68) или (70). 

Вторую часть настоящаго разсуждемя можно вести въ 
такомъ же общемъ зидЬ, какь и первую. Соединяя 3 п урав- 
нен!й (42), съ р уравнещями связей и съ 3-мя уравнешями 
(170), попучаемь 8 в-- р-+-3 уравней для 3 н-Рр неиз- 
ВЪетныхь ... м, 9,8... №... Слфдовательно 3 урав- 
нен{я изъ числа 8 п |- р-- 3 являются лишними, и ихъ мож- 
но разсматривать какъ простыя слфдстя изъ остальныхъ 
Зи-- р уравненй. За тая слЪдствм примемъ уравненя (170). 
Тогда изъ остальныхъ 3 я--р уравнейй выводимъ 3 равен- 
ства (171) и заключаемъ, что равенства (171) и (170) соот- 
зЪтственно вполнф тождественны, для чего должно быть: 


$9 
во 


сот. (174) 


при какомъ угодно значеши ускорены и, т. е. приходимъ 
къ равенству (66), которое и даеть функщи отклонен видъ 
{68) или (70). 

Наконець, возвращаясь къ первоначально приведенно- 
му въ настоящемъ примфчани выводу, зам$тимъ, что пред- 
послёдняя группа трехъ уравнен, относящихся къ свобод- 
ной изолированной системф двухъ матеральныхъ точекъ, 
можеть быть получена простымъ сравнешемъ уравнеяй дви- 
женя этихъ точекъ (46) и (47), ве прибфгая къ помощи тож- 
дествъ общаго вида (120). 

Принят!е за вспомогательную гипотезу начала сохране- 
ня центра массъ имфеть тотъ недостатокъ, что начало это 
вносить, въ дополнене къ основной гипотез, значительно 
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больше данныхъ, чёмъ это необходимо для опредфленя ви- 
да функши отклоненя, н какь это имёло мВсто во вспомо- 
гательной гипотезЪ, принятой въ параграф 11-омъ. Нако- 
нець, послфдняя гипотеза проще н очевиднфе, какъ основ- 
ное положене, чфмъ начало сохранен центра массъ. Эти 
два соображеНя и привели къ принято послЗдней гипоте- 
зы какъ вспомогательной въ параграфЪ 11-мъ настоящаго 
изложеня динамики. 

Примфчане 9. Если допускать, подобно Гертцу *), безъ 
особаго вывода или доказательства введене прямо въ пер- 
воначальныя опредфленя квадратииныхь зависимостей, то, 
при установлеши понятя мфры отклоненя, вгорое основное 
опредБлеше можно изложить такъ: 

Основное опредьлене ГИ. Мфра отклонешя системы, дви- 
жущейся поступательно, равна произведенио количества ве- 
щества ея на квадратъ ея ускоренй: 


вр (175) 


Третье основное опредлеше останется безъ персм$ны, и мБ- 
ра отклонешя системы, имвющей произвольное движения, бу- 
детъ: ° 


К 


[ 4- | а - [зи (176) 


Основную гипотезу теперь придется изложить такъ: 
Основная еипотеза. Возможно подыскать такую систему 
характеристическихь коэффищентовъ, съ принямемъ кото- 
рыхь окажется, что для всякой опредзленной системы не из- 
м5няется общее количество вещества ея, а для всякой изо- 
лированной системы общая мфра ея отклонения будетъ наи- 
меньшей возможной въ каждый моментъ времени. 
Указанные въ этой гипотез8 характеристическе козф- 
фищенты можно опять назвать плотностями соотвётетвен- 
ныхь веществъ, а количество вещества нзкоторой системы, 
опредфленное при помощи величинъ плотностей, можно каз- 


=) Опредьлеше Гортда о поремфщеши системы затеральныхь 
точекъ. 


— 8 — 


вать ея массой. М$ра отклонешя нФкоторой системы, опре- 
дфленная ири помощн плотностей или массъ, можеть быть 
названа ся главной мзрой отклонешя. Основная гипотеза тог- - 
да прямо приведеть, кромЪ принципа сохраненя вещества, 
къ принцину наименьшаго отклонен въ его окончательной 
формв (77) или (78). 

Если совсёмъ не пытаться обосновать поняте массы, 
тогда исчезнеть разлище между понямями массы и количе- 
ства вещества (которое тоже не будеть обосновано). Если 
при этомъ принять еще а риёо7? во второмъ основномъ оп- 
редълени изадрамииную зависимость мЗры отклонемя отъ 
ускорешй системы, то отладетъ, во-первыхъ, понят главной 
мВры отклонен!я, и во-вторыхъ, основная гипотеза выразит- 
ся просто въ видЪ принципа наименьшаго отклонешя въ его 
окончательной формЪ (77) или (78): 


Основная гипотеза. Всякая изолированная система дви- 
жется такъ, что общая мЪра ея отклонены будеть наимень- 
шей возможной вь каждый моментъ времени. 


Оба только что указанные способы изложеня динамики 
имфютЪ то достоинство, что въ нихъ имфется въ каждомъ 
только одна основная гипотеза, ‘и изтъ Надобности ни въ 
какой вспомогательной добавочной гипотез». Основная гило- 
теза заключаеть въ себф вс данныя опыта и наблюденя, 
и изъ нея уже чисто дедуктивно-математическимь путемъ` 
могуть быть получены вс$ выводы и положевя динамики. 
Однако, эти способы изложеяя динамики имзютъ тотъ весь- 
ма существенный недостатокь, что въ основное опредфлеше 
совершенно бездоказательно вводится вышеуказанная ивад- 
Ватичная зависимость. Тогда уже было бы проще прямо при- 
нять, безъ всякаго вывода, уравнен1я движеня Лагранжа пер- 
заго рода, такъ какъ изъ нихъ именно, согласно принятымъ 
здфсь способамъ изложеня, и получаются всВ выводы ди- 
намики. Вообще д дуют въ опредзленяхъ мугутъ быть при- 
няты только пропоршональныя зависимости. На основани 
только что высказанныхь соображешй въ предлатаемомъ 
здЪсь изложени динамики и была принята зависимость мф- 
ры отклоненя отъ ускоренйй въ общемъ видф, при помощи 
сопровождающихь функшй. 

Примфчане 10. Функщя отклонен я оказалась такого 
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же вида, что и функшя движеня, входящая въ выражение *) 
живой силы; разница ограничивается числовымъ коэффицЕ- 


ентомъ ( 1 вмЪсто 5 . 


Примёчане 11. Необходимо замВтить, что только при 
найденномъ вид функщи отклонемя уравнемя движеня оп- 
редьляютъ это движене однозначно, принимая форму (80). 
Предположимъ па время, что функщя отклоненя имЪетъ дру- 
гой видъ, отличаюнийся оть вайденнаго. Тотда изъ уравне- 
вый (42) не исчезли бы ускореня... м .,Н изъ каж- 
дыхъ трехъ уравнен!й (42), относящихся къ одной и той же 
матер'альной точкф системы, пришлось бы опредфлять три 
проекци ускореня л;, у:, э:. Такъ какъ эти три уравнешя 
не были бы линейными относительно трехъ указанныхъ про- 
екщй, то получилось бы вообще нфсколько системъ рёшенй. 
Внося значеня проекщй ускоренй, соотвтствуюцфя опре- 
дфленнымъ системамъ рЬшенй, въ уравненя связей (38), 
получили бы р уравненй съ р веизвЪстными ^,, ),...%, 
причемъ эти уравненя опять не оказались бы линейными от- 
носительно указанныхъ неизвфстныхъ, такъ что для нихъ 
опять получалось бы вообще нфсколько системъ ръшенй. Под- 
становка найденныхь различныхъ системъ значешй множите- 
лей ^,,),... 3 въ уравнешя (42) привела бы ко многимъ 
рёшенямъ этихъ уравненй. Изъ всЪхъ этихъ рёшенй приги- 
лось бы потомъ выбирать то, которое дФйствительно удов- 
летворяетъ началу наименьшаго отклоненя, т. е. дФйстви- 
тельно дфлаетъь главную мфру отклонешя разсматриваемой 
изолированной системы наименьшей возможной въ каждый 
моментъ времени. Такимъ образомъ, дЬйствительно получен- 
ное. рфшене задачи является простьйшимъ и притомъ одно- 
значнымъ. 

Примфчане 12. Мръ какь цЪлое представляетъ сво- 
бодную изолированную матеральную систему; посему указа- 
ное здфсь дополнене системы до изолированной принцит- 
ально всегда возможно. 

ПримБчане 13. Теоремы движеня здЪсь будуть при- 
ведены настолько кратко, насколько это допускается связ- 


*) См. статьи автора; „Новое изложеше основлыхь принциповъ че- 
оретической механики, 1905 г. я „Мёры движеня 1907, т,". 
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ностью изложен, посему нфкоторые выводы, въ особенно- 
сти законъ моментовъ количествъь движешя, не будутъ даже 
формулированы въ окончательномъ видЪ. 

Примфчане 14. Можно доказать, что положене центра 
массъ не зависить оть выбора системы координатъ. 

Примфчане 15. Равенства (120) могутъ служить для 
опредвленя, будетъ ли связь, уравнеше которой дано въ 
формЪ (27) или (30), внутренняя или вифшняя: есди для та- 
кой связи всЪ шесть равенствъ (120) окажутся’ тождествами, 
то эта связь будетъ внутренней; если же хотя бы одно изъ 
равенствъ (120} не будетъ тождествомъ, то эта связь будеть 
внфшней, и тЪ изъ равенствъ этой связи (120), которыя не 
будуть тождествами, должны быть совершенно `отброшены, 
какъ невфрныя, такъ что могутъ остаться только н®которыя 
изъ шести тождествъ (120) или же ни одно изъ нихъ. ` 

Примчане 16. Еслибъ ускореня матеральныхъ т0- 
чекъ живого организма зависфли явно отъ скоростей измЪ- 
неня волевыхъ параметровъ а’, а’... въ каждый даяный 
моментъь времени, то уразневше (145) не распадалось бы 
на два уравнены {146) и (147), и часть уравненй связей 
(38) для живого организма пришлось бы замфнить урав- 
ненями вида’ (145). При такой свобод выбора ускоренй, 
живой организм не подчинялся бы основному принципу 
наименьышаго отклоненя, в тогда уравненмя и законы дви- 
женя для живыхъ существъ были бы совсфмъ иными, чЁмъ 
для обыкновенныхь матеральныхь системъ. Такъ какъ 
опыть и наблюдене, на самомъ дБлф, показываютъ какъ 
разъ обратное, то отсюда слёдуетъ, что ускоревя матер!аль- 
выхъ точекъ живого организма дЪйствительно не зависять 
отъ скоростей измфненя волевыхъ параметровъ а,', а.’..’. 
въ каждый данный моментъ времени, и что раздфлене урав- 
нены (145) на два (146) и (147) также вполнЪ отв®чаетъ дЪй- 
ствительности. Соображеня эти и приводятъ, между прочимъ, 
къ высказанной вспомогательной гипотезв для живыхъ др- 
танизмовъ. * 

Есдибъ оказалось, что ускореня второго порядка мате- 
р!альныхъ точекъ живого оргааизма въ каждый данный мо- 
ментъ времени совершенно че зависять оть скоростей изм%- 
неня волевыхъ параметровъ въ этотъ моментъ, то уравнеше 
{148) распалось бы на два такихъ: 
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п 
Ума вс ьвно 


дЕ | _ 
| =0 079) 


Уравнен!е (177) отличалось бы отъ соотвЪтственнаго уравне- 
ня для обыкновенныхь системъ только измнчивостью во- 
левыхъ параметровъ. Уравнеме же (178) прибавило бы еще 
одно ограничеше пля скоростей измёневя волевыхъ пара- 
метровъ а’, а’... , такъ что тогда такихъ ограничен бы- 
ло бы три, выражаемыхъ уравнешями (144), (147) и (178]. 
Слфдовательно, услове свободы воли живого организма при- 
вело бы въ разсматриваемомъ случаз къ требован!ю, чтобы 
для всякой волевой связи число волевыхъ параметровъ было 
не меньше четырехъ : 


> 4 (179) 


Если взять теперь полную производную по времени отЪ обЪ- 
ихь частей уравненя (177), то получимъ: 


п 


Уча вси) 
рев 


112.4 дв и, 96, Иа 
БУ У [аи 562] + 98 |0 (80) 


причемъ членъ 7 зависить отъ проекщй ускоренй перваго 
и второго порядка, отъ проекщй скоростей и отъ координать 
матеральныхь точекъ, и отъ волевыхъ параметровъ, но не 
зависить оть скоростей измфненя послфднихъ. Уравнеше 
(180) давало бы зависимость ускоренй третьяго порядка для 
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матер!альныхъ точек живого организма отъ скоростей изм$- 
нешя волевыхь параметровъ а’, а”... . разсматриваемой 
волевой связи. 

Еслибъ оказалось, что и ускорешя третьяго порядка 
матеральныхъ точекъь живого организма совершенно не за- 
висятъ отъ скоростей измьнешя волевыхъ параметровъ въ 
каждый данный моментъ времени, то пришлось бы повто- 
рить вс вышеприведенныя разсужденя и т. д. 

Легко замЪтить, что яфмъ дальше отодвигается выше- 
указанная зависимость, тёмъ медленнфе можеть воздфйство- 
вать живой организмъ на свои движен!я. 

Примфчане 17. Здфсь совершенно не затрагивается 
психическая в физологическая сторона явлешя. Такъ напри- 
мВръ, къ задач физюломи относится разъяснене порядка 
передачи измънешя волевыхь параметровъ 'мозговыхъ цент- 
ровъ къ волевымъ связямъ двигательныхъ органовъ (муску- 
ловъ) и пр. 

Примфчане 18. Гертцъ полагаетъ *), что его основной 
закоиъ не можетъ быть распространенъ на живые организмы. 
Понятно, что Гертцъ здфсь не правъ, и что онъ напрасно 
самъ уменьшаетъ значен!е своего основного закона. Не только 
основной законъ Гертца, но и всяк другой, если только 
онъ обнимаеть всю динамику пеживыхь системъ, можеть 
быть распространенъ и на живые организмы, принимая только 
измфненя волевыхъ параметровъ волевыхъ связей, чфмъ и 
можеть быть объяснена съ механической стороны свобода 
воли живыхъ организмовъ; такъ было принято въ настоящемъ 
изложеши. 

Примфчане 19. Еслибъ вс частицы какого-либо сво“ 
боднаго или несвободнаго изолированнаго живого организма 
находились въ поко%, то согласно закону сохраненя живой 
силы, этоть организмъ не могъ бы произвести никакихъ дви- 
жен!й. ДалЪе, еслибъ всЪ частицы какого-либо свободнаго 
изолированнаго живого организма имфли въ данный моментъ 
времени только одно общее поступательное движене, то, со- 
гласно закону инерщи, организмъ этотъ не могь бы произ- 


*) Н. Нея. „Се РениДиеп вот Меералык. 1594° Страя. 165. 
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вести никакихъ относительныхъ движен!й, и всф частицы его 
имли бы только одно общее поступательное, прямолинейное 
и равномфрное движене съ сообщенной въ указанный мо- 
ментъ времени скоростью. Однимъ словомъ, въ разсматри- 
ваемыхъь случаяхь живой организмъ ничфмъ не могъ бы про- 
явить свободы воли. Однако, является вопросъ, возможна 
лн вообще жизнь живого организма безъ всякихъ омоси- 
этельныхв движеШй его частиць. Вдь, въ первомъ случа$ 
организмъ находится въ такомъ состояни, которое съ физи- 
ческой стороны характеризуется температурой абсолютнаго 
нуля, а второе физическое и физюлогическое состояше орга- 
низма, на основан закона относительнаго движеня, ничфмъ 
не отличается отъ перваго. 

Примчаше 20. Понятно, что динамическую теорно жи- 
выхь организмовъ можно и не выдфлять въ особую главу, 


а вс положеня этой теорм можно излагать въ соотв 
ственныхъ отдфлахъ динамики. 
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